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RESUMO

UM ESQUEMA EFICIENTE DE AMOSTRAGEM EM MODELOS DINAMICOS
GENERALIZADOS COM APLICACOES EM FUNCOES DE TRANSFERENCIA

Romy Elena Rodriguez Ravines
Orientador: Prof. Helio S. Migon
Co-orientadora: Profa. Alexandra M. Schmidt

Resumo da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pds-graduacdo em Estatistica do Instituto de
Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos necessérios para obtengdo

do grau de Doutor em Ciéncias Estatisticas.

Os principais objetivos desta tese foram: (i) propor um esquema de amostragem eficiente para
fazer inferéncia em modelos dindmicos ndo normais e nado lineares, usando o enfoque bayesiano, e
(ii) mostrar a sua aplicagdo em modelos de alta complexidade, em particular os modelos de fungao
de transferéncia.

O esquema de amostragem aqui proposto é denominado CUBS, abreviagdo do inglés Conjugate
Updating Backward Sampling. Este esquema combina duas propostas previamente estabelecidas na
literatura: o Conjugate Updating ou Linear Bayes de West et al. (1985) e o FFBS de Frithwirth-Schnater
(1994). Os resultados obtidos mostram que o esquema proposto é eficiente no sentido de reduzir
significativamente o tempo computacional e ser de facil implementacdo. Milhares de iteracdes do
MCMC sao realizadas em minutos e as cadeias geradas apresentam menos autocorrelagdo que as
geradas com métodos de amostragem individual.

Utilizamos o esquema proposto na modelagem estocdstica conjunta da chuva e vazao prove-
nientes de multiplas bacias. A modelagem utilizada é outra proposta desta tese. A classe dos
modelos dindmicos de fungdo de transferéncia foi a escolhida para representar a relagdo entre am-
bas varidveis e um modelo espago-temporal com troca de suporte foi escolhido para representar a
chuva. Os resultados mostraram que nossa abordagem é bastante flexivel e parcimoniosa no sen-
tido de ter poucos parametros para representar (bem) todos os processos fisicos envolvidos nessa
relagao.

Palavras-chave: Chuva-vazao; Defasagens Distribuidas; Inferéncia Bayesiana; Fung¢des de Trans-

feréncia; Linear Bayes; Markov chain Monte Carlo; Modelos Dindmicos; Troca de Suporte; WinBUGS.



ABSTRACT

AN EFFICIENT SAMPLING SCHEME FOR DYNAMIC GENERALIZED MODELS WITH
APPLICATIONS IN TRANSFER FUNCTIONS

Romy Elena Rodriguez Ravines
Orientador: Prof. Helio S. Migon
Co-orientadora: Profa. Alexandra M. Schmidt

Abstract da Tese de Doutorado submetida ao Programa de Pés-graduacdo em Estatistica do Instituto de
Matemaética da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos necessdrios para obtencdo

do grau de Doutor em Ciéncias Estatisticas.

The main goals of this thesis were: (i) to propose an efficient sampling scheme to make inference
on non-normal and non-linear dynamic models, under the Bayesian framework, and (ii) to show
its application to complex models, in particular, the transfer function models.

The sampling scheme proposed here is called CUBS, short for Conjugate Updating Backward Sam-
pling. This scheme combines two algorithms previously established in the literature: the Conjugate
Updating or Linear Bayes from West et al. (1985) and, the FFBS from Frithwirth-Schnater (1994).
The results showed that CUBS is efficient because its implementation is quite simple and has low
demand of computational time. Thousands of iterations can be performed in seconds and the
autocorrelation of its chains is lower than those from chains generated with simple move schemes.

CUBS was used in a particular approach, proposed here, for modelling rainfall and runoff
jointly. The class of dynamic models of transfer functions was chosen to represent the relationship
between both variables. A spatio-temporal model with change of support was used to model
the rainfall. The results showed that our approach is flexible and parsimonious, this because it
simplifies the physical processes involved in this relationship, in a function with few parameters
all with a clear physical interpretation.

Key-words: Bayesian inference; Change of support; Distributed Lag; Dynamic Models; Linear

Bayes; Transfer functions; Monte Carlo Markov chain, Rainfall-Runoff; WinBUGS.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A modelagem estocéstica da relagdo entre chuva e vazdo, duas das mais importantes varidveis
hidrolégicas, envolve alguns desafios estatisticos que motivaram a realizagdo desta tese. Um deles
é a modelagem conjunta de ambas varidveis utilizando modelos que representem adequadamente
0s processo fisicos envolvidos. A classe dos modelos dindmicos de fungdes de transferéncia foi a
escolhida para abordar esta relagdo. A inferéncia sobre os pardmetros dos modelos foi realizada
sob o paradigma bayesiano e a énfase foi dada a eficiéncia dos métodos de amostragem das distri-
buicdes a posteriori dos pardmetros de estado dos modelos dindmicos.

Desta forma, esta tese teve como objetivos gerais: (i) propor um esquema de amostragem efi-
ciente para fazer inferéncia em modelos dindmicos ndo normais e nédo lineares, usando o enfoque
bayesiano, e (ii) mostrar a sua aplicagdo em modelos de alta complexidade, em particular os mo-
delos de fungdo de transferéncia, aplicados a modelagem conjunta de chuva e vazéo.

Esta introdugdo estéd organizada da seguinte forma. As se¢des 1.1 e 1.2 apresentam um resumo
dos principais temas abordados nesta tese: modelos de funcao de transferéncia e a relacdo chuva-
vazdo. Na secdo 1.3 sdo estabelecidos os objetivos gerais e especificos desta tese. A segdo 1.4

descreve a organizac¢do dos outros capitulos desta tese.

1.1 Modelos de Fun¢do de Transferéncia

Os modelos de funcdo de transferéncia (FT) estdo entre os mais utilizados na modelagem de séries
temporais em diversas dreas como Engenharia, Economia, Meio Ambiente, etc. Seja {Y;,t =1,2,...}
a série de interesse (dependente, resposta ou output) e sejam {X;,t = 1,2,...} k séries exégenas
(inputs), onde i indexa a i—ésima série, i = 1,..., k. O modelo de FT (na representagao polinomial)

relaciona as séries através da seguinte equagdo:

k

k
Yi=) Ea+vi=) viB)Xq+uvy, (1.1)
i=1

i=1



(&)
j:—OO

onde E;; representa o efeito da FT da i—ésima varidvel exdgena, v;(B) = }, vi]-Bf , B é o operador
de defasagens, isto é, BY; = Y;_1, e v; é uma série de ruidos independente de {Xj;}. O termo v; pode
tomar diferentes especificagdes o que faz este tipo de modelagem muito flexivel e versatil.

Nesta tese optamos por utilizar a representacdo de modelos de func¢do de transferéncia apre-
sentada em West & Harrison (1997, p. 281), mas para o caso mais geral em que a varidvel resposta,

Y}, segue uma distribuigdo na familia exponencial; isto é,

Ye ~ p(Yilut, Ar) (1.2a)
k

fu) = Y Ea (1.2b)
i=1

Ey = g(Eit-1,--.,Ei, Xit, ..., Xin), (1.2c)

onde p(Y¢lut, Ar) denota uma distribui¢do normal, ou binomial, ou Poisson, ou gama, etc., e p;
denota a média de p(Y¢|ut, As). A fungdo f(u) é conhecida e, na linguagem de modelos generali-
zados, é denominada funcado de ligagdo. A funcdo g(-) também é conhecida e descreve os efeitos
da covaridvel X; sobre Y;. O modelo em (1.2) é um modelo nado-linear e inclui importantes casos
particulares, por exemplo, os coeficientes da fungdo g(-) podem variar suavemente ao longo do
tempo e/ou f(u;) pode incluir um termo de erro aleatdrio.

Sob o ponto de vista bayesiano, o modelo em (1.2) fica completamente especificado depois da
especificagdo da distribuicdo a priori dos pardmetros do modelo. A estimagdo de seus (hiper)pa-
rametros pode nao ser uma tarefa facil pois ndo é possivel fazer inferéncia analitica. Alves (2005)
estuda a inferéncia usando o método Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), mostrando
que esse método, embora computacionalmente intensivo, permite a obten¢do de bons resulta-
dos. Neste sentido, um esquema que permita reduzir o tempo computacional e que seja de facil
implementacdo é um produto que pode auxiliar na modelagem de problemas cada vez mais com-

plexos e/ou incentivar o uso destes modelos por parte de pesquisadores de outras areas.

1.2 Rela¢io Chuva-Vazio

Das fases do ciclo hidrolégico, talvez a mais importante seja a do escoamento superficial que
tem origem, fundamentalmente, nas precipitagdes. A vazdo, ou volume escoado por unidade de
tempo, é a principal grandeza que caracteriza um escoamento e normalmente é expressa em metros
ctbicos por segundo. Sabe-se que a vazdo do periodo atual depende da vazdo do periodo ante-

rior e do volume da chuva passada e atual, sendo modelos do tipo auto-regressivo (AR) ou média



movel (MA), como os descritos em Sales (1989), comumente utilizados para a previsdo de vazdes.
Contudo, estes tipos de modelos sdo ajustados sob as hipdteses de normalidade e estacionarie-
dade. Além disso, a relagdo chuva-vazao é basicamente néo linear. Nesse sentido, sdo necessarios
modelos estocasticos que descrevam essa relacdo e permitam o ajuste de séries ndo estaciondrias
com distribuicdo para varidveis reais positivas como, por exemplo, o modelo em (1.2).

Por outro lado, os modelos tradicionais de chuva-vazdo consideram que a chuva é dada, isto
é, que existe uma tnica medida de precipitacdo numa bacia. Porém, na maioria dos casos, a
precipitacdo é medida em mais de uma estacdo meteoroldgica dentro de uma mesma bacia, por-
tanto é necessdrio algum método para usar a informacado de todos os postos e estimar a precipitacdo
de toda a bacia. Existem métodos que propdem uso de poligonos para determinar a area de in-
fluéncia de cada posto na bacia e representar a precipitacdo total como uma média ponderada das
medidas em cada posto. O principal problema com este tipo de método é que a incerteza associada
com este processo ndo é considerada no processo de inferéncia.

Do descrito nesta segdo nota-se a importancia da modelagem conjunta da chuva e da vazao,
considerando que a medigdo de ambas varidveis é realizada de forma diferente. Também, o modelo
proposto deve ser capaz de fornecer boas previsdes da quantidade d’dgua disponivel, informacao

de vital importancia para a gestdo d’aguas.

1.3 Objetivos da Tese

Com base na breve exposi¢do realizada nas duas se¢des anteriores, formulamos como objetivos
gerais desta tese: (1) propor um esquema de amostragem eficiente para obter amostras das distri-
buicdes a posteriori das quantidades desconhecidas nos modelos dinamicos generalizados; (2) es-
tudar os modelos de fungdo de transferéncia dentro da classe dos modelos dindmicos ndo normais,
usando o enfoque bayesiano; e (3) aplicar o esquema proposto em modelos de alta complexidade
com dados reais. Como objetivos especificos temos: (i) re-estimar os modelos de chuva-vazao
estudados em Migon & Monteiro (1997), incluindo possiveis extensdes dentro da especificacao
de modelos dindmicos, (ii) implementar diversos algoritmos MCMC para amostrar da distribui-
¢do a posteriori e comparar os resultados obtidos, (iii) modelar dados de chuva considerando sua
correlagdo espacial, e (iv) combinar a informacdo de vazdes medidas em diferentes pontos de uma

bacia ou de varias bacias num tnico modelo.



1.4 Organizacao da Tese

Esta tese estd dividida em mais cinco capitulos. No capitulo 2 apresentamos os resultados de
um exercicio no qual foram explorados alguns modelos basicos de fun¢do de transferéncia, uti-
lizando métodos de amostragem implementados no software WinBUGS (Spiegelhalter et al., 2003).
No capitulo 3 apresentamos, em detalhe, o esquema de amostragem, via MCMC, proposto para a
classe de modelos dindmicos generalizados. Nos capitulos 4 e 5 apresentamos os resultados da mo-
delagem proposta nesta tese para a relagdo chuva-vazao, aplicada a dados da bacia do Rio Grande
(BA). No ultimo capitulo apresentamos as conclusdes e apontamos as possiveis extensdes desta
tese. Do segundo ao quinto, cada capitulo corresponde a um artigo preparado com resultados
obtidos ao longo do doutorado. Alguns termos estatisticos e algumas das distribui¢des condi-
cionais completas dos parametros envolvidos nos modelos estudados, necessdrias para o proce-
dimento de inferéncia via o método MCMC denominado amostrador de Gibbs, sdo apresentados

como apéndices ao final deste documento.



Capitulo 2

INFERENCIA BAYESIANA EM MODELOS DE DEFASAGENS DISTRIBUIDAS

O objetivo deste capitulo é mostrar a flexibilidade e a facilidade com que é possivel implemen-
tar o paradigma bayesiano nos modelos de defasagens distribuidas quando considerados dentro
da classe dos modelos dindmicos. Os modelos de defasagens distribuidas sao utilizados quando se
acredita que, no tempo t, uma covaridvel, por exemplo X;, causa um impacto sobre o valor médio
de uma variavel resposta, por exemplo, Y;. Especificamente, quando se sabe que o efeito de X
sobre Y persiste por um periodo e decai para zero ao longo do tempo. Na literatura existem vérios
modelos para lidar com este tipo de situagdo. Neste capitulo revisamos algumas dessas propostas
e mostramos que sob uma re-parametrizacdo relativamente simples, os modelos de defasagens
distribuidas podem ser vistos como um caso particular dos modelos lineares dinamicos (DLM),
em particular, os modelos de fungdo de transferéncia. Sendo assim, utilizamos inferéncia baye-
siana e utilizamos o método Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) para obter amostras das
distribui¢des a posteriori de todos os pardmetros. A implementagdo desses métodos foi realizada
no software WinBugs (Spiegelhalter et al., 2003).

Para ilustrar a abordagem proposta, analisamos uma fun¢do consumo usando a transformagao
de Koyck e um modelo de funcdo de transferéncia. Comparamos os resultados com os obtidos

mediante técnicas classicas de co-integragdo.

2.1 Introdugio

As fungdes de transferéncia sdo freqiientemente utilizadas na 4rea de econometria para que os
coeficientes do modelo representem o comportamento de uma varidvel resposta Y sob o impacto
de uma covaridvel X. Estas fun¢des sdo necessarias quando a varidvel dependente responde a
mudangas numa ou varias varidveis independentes somente depois de um periodo de tempo. Esta
resposta retardada sugere a inclusdo no modelo de varidveis explicativas defasadas (distribuindo o
impacto da varidvel X em varios periodos de tempo), tendo como resultado um modelo dinamico.

Um dos objetivos deste capitulo é ajustar modelos de func¢do de transferéncia usando uma abor-

dagem inteiramente bayesiana mediante o uso de métodos MCMC. Especificamente comparamos



diferentes modelos de defasagens distribuidas e mostramos que eles podem ser representados,
depois de alguma re-parametriza¢do, como uma classe particular dos modelos lineares dindmicos.

De forma geral, um modelo é dindmico toda vez que as variaveis estdo indexadas pelo tempo e
aparecem com diferentes defasagens. Por exemplo, Y; = foX; + f1Xi-1 + €; € um modelo dindmico
simples conhecido como modelo de defasagens distribuidas. Nele a estrutura dinamica aparece
na variavel exégena, X;, porém também pode aparecer na varidvel endégena, por exemplo, Y; =
aYi1 + €, que é o modelo conhecido como auto-regressivo de ordem 1, AR(1). Os modelos
com defasagens tanto nas varidveis exégenas como enddgena sdo conhecidos como modelos auto-
regressivos com defasagens distribuidas (ARDL). Por outro lado, a estrutura dindmica pode tam-
bém aparecer no termo de erro ou nos pardmetros do modelo.

Os modelos de defasagens distribuidas tém um papel importante em numerosas aplicagdes na
economia e na agricultura. Alguns dos primeiros exemplos incluem os estudos de Nerlove (1958)
sobre a resposta da oferta agricola ao prego, o estudo de apropriacdes de capital e despesas de
Almon (1965) e a resposta do investimento de capital a varios aspectos do ambiente econémico
(Koyck, 1954; Jorgenson, 1966). Mais recentemente, Frances & van Oest (2004) os utilizaram para
estabelecer uma relagdo entre vendas e publicidade, enquanto Bentzen & Engsted (2001) estu-
daram equagdes de demanda de energia. Na verdade os modelos de defasagens distribuidas tém
sido utilizados também nas dreas ambientais e epidemioldgicas. Alguns exemplos de aplicagdes
nessas dreas sdo apresentados em Huang et al. (2004) e Welty & Zeger (2004). Além disso, muitos
livros texto de econometria incluem um capitulo sobre esta classe de modelos, entre eles Berndt
(1991, Cap. 6), Greene (1999, Cap. 17), Gujarati (2000, Cap. 17) e Zellner (1971, Cap. 6).

Ao utilizar os modelos de defasagens distribuidas pode ser necessario assumir que o efeito
dos valores passados diminui conforme a passagem do tempo. Essa forma funcional, denominada
modelo de Koyck devido a Koyck (1954), comemorou o seu 502 aniversario em 2004 e, como men-
cionado por Frances & van Oest (2004), este modelo é um pouco mais complicado do que aparenta
ser. Em primeiro lugar, a transformagdo de Koyck envolve uma restrigdo paramétrica que deve
ser considerada por razdes da sua eficiéncia e, em segundo lugar, a estatistica t para o efeito da
covariavel ndo tem distribui¢dao conhecida.

Além disso, os modelos de defasagens distribuidas sdo um caso particular dos ARDL e como
Pesaran & Shin (1999) mostram que existe forte evidéncia a favor do uso dos tradicionais ARDL
para a modelagem de séries ndo estaciondrias, consideramos que é apropriado revisar a inferéncia
dos modelos de defasagens distribuidas e compara-los com modelos de co-integracao.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. A secdo 2.2 apresenta alguns dos princi-



pais modelos de defasagens distribuidas. A secdo 2.3 apresenta a definigdo geral dos DLM e, em
particular, as duas classes de modelos de fun¢do de transferéncia. A segdo 2.4 discute o procedi-
mento de inferéncia em DLM. Em particular, destacamos a importancia dos métodos de simulagao
estocastica desenvolvidos nos dltimos 15 anos. Na secdo 2.5 apresentamos um exemplo que usa
os dados analisados em Zellner & Geisel (1970), usando o modelo de Koyck e o modelo de fungao
de transferéncia proposto. Finalmente, as conclusdes e projetos futuros, relacionados com este

capitulo, sdo apresentados na segdo 2.6.

2.2 Modelos de Defasagens Distribuidas

A forma geral de um modelo de defasagens distribuidas infinito é

Y= Z BiXi—i + €t, (2.1)
i=0

onde toda mudanga em X; afeta E[Y;] em todos os periodos seguintes. O termo f; em (2.1) é
0 i—ésimo coeficiente de reagdo. Usualmente assume-se que lim;,f; = 0 e Y. i = p < .
Supondo que as mudangas em X; deixam de ter uma forte influéncia apds alguns periodos de
tempo, por exemplo, m, entdo o modelo se reduz a um modelo de defasagens distribuidas finito, e
o limite superior do somatério em (2.1) é m.

Um aspecto importante a ser levado em conta é o ntimero de parametros envolvidos neste tipo
de modelo. Com a finalidade de ser parcimonioso, assume-se que os coeficientes das varidveis
defasadas ndo sdo totalmente independentes e que estdo relacionados mediante alguma fungdo
(Zellner, 1971). Existem diversas especifica¢des para os modelos de defasagens infinitos e finitos.
Algumas delas estdo baseadas na teoria econdmica, outras em hipéteses de natureza indutiva.
Nas se¢des seguintes sao apresentados os modelos de defasagens distribuidas mais conhecidos na

literatura.

2.2.1 Defasagens Distribuidas Infinitas

Koyck (1954) propds uma simplificagdo do modelo em (2.1). Assumiu que os f3;s decrescem expo-

nencialmente com a passagem do tempo, isto é
Bi=al, Vi onde0<A<1. (2.2)

Logo,
Y = aX + aAl' X1 + aA?Xi o + ..+ e (2.3)



Um caso particular do modelo de defasagens distribuidas de Koyck (o geométrico) é o modelo
econdmico de ajustamento parcial. Por exemplo, seja Y; o estoque de capital no instante ¢ e Y} o
estoque de capital desejado no mesmo instante ¢. De acordo com o modelo de ajustamento parcial,
a mudanga no estoque de capital é proporcional a diferenga entre o nivel atual de capital desejado

e o nivel passado; isto é,
Y=Y =AY, = Y1) +e, onde0<A<1,

onde €; é um erro aleatério. Se, adicionalmente, assume-se que o estoque de capital desejado é um

multiplo de X}, isto é Y} = aX;, entéo,
Y = (1 - A)Yt_l + AaX; + €,

que é equivalente ao modelo de defasagens distribuidas:

Y= a Z A = A Xe i +vi,
i=0
onde v; = (1 = A)v;_1 +€;. Este modelo mostra a dependéncia do estoque de capital atual nos niveis
atual e passados de X;.
Outro exemplo de modelo de defasagens infinitas é o0 modelo proposto por Solow (1960). A

hipétese de Solow sobre os f; é que eles sdo determinados por uma distribui¢do de Pascal, isto é,
1 ‘
Bi = a(r “l, )(1 CAYAL 0<A<1, Vir>o0. (2.4)

Dai, se a = 1, tem-se que ‘
po= (=AY epr="""Lap,

O modelo de defasagens de Solow possui um esquema flexivel de ponderacdo dos coeficientes
Bi- Em particular, se r = 1 tem-se o modelo de Koyck. Solow (1960) sugere que no contexto das
defasagens é muito importante localizar a moda da distribuigdo dos f;. Por esse motivo ele propds
o uso da distribuigdo Pascal, onde a moda é sempre menor que a média, portanto é uma distribui-
¢do assimétrica a direita. Quanto maior é A e menor é r, maior é a assimetria dessa distribuigao.

Um modelo mais geral, conhecido como Defasagens Racionais, foi apresentado por Jorgenson
(1966). Ele considera que

Yt =u+ A(L)Xt + Vi, (25)



onde A(L) é um polindmio infinito. Recentemente Carter & Zellner (2002) propuseram o seguinte

modelo:

(L)Y
Y

u+o(L)X; + Uy (2.6a)
uooo(l) 1
o0 o Tt

cuja caracteristica principal é a de manter a mesma estrutura de defasagens infinita de (2.5), A(L) =

5%, mas com um processo mais geral para V;. Carter & Zellner (2002) denominaram (2.6) como

modelo ARDLAR.

(2.6b)

2.2.2 Defasagens Distribuidas Finitas

Almon (1965) propds uma aproximacao conhecida como a distribui¢do de interpolagdo para os
coeficientes de um modelo de defasagens finito. A hip6tese de Almon é que os f; sdo bem aproxi-

mados por polindmios de grau p < m, com p + 1 pardmetros, isto é:

p
Bi = Z i, 2.7)

k=0
Esta aproximagdo polinomial fornece uma ampla variedade de formas para f;, porém, na pratica
somente polindmios de grau baixo sdo utilizados.
Mais recentemente e no contexto bayesiano, Chotikapanich & Griffiths (1999) propuseram o
modelo de defasagens distribuidas flexivel que coloca menos estrutura nos pesos e representa as

restricdes dos coeficientes nas suas distribui¢des a priori.

2.3 Modelos Lineares DinAmicos

2.3.1 Definicao

Os modelos lineares dindmicos (DLM) (West & Harrison, 1997) sdo uma classe ampla de modelos
com parametros variando no tempo, muito tteis para modelar dados de séries temporais e proble-
mas de regressdo com parametros variando ao longo do tempo. Uma representacado geral de um
DLM é:

Y;
0;

F;Gt + € €t ~ N(O, Vt) (28&)
GO 1 +wr  w;~NO, Wy, (2.8b)
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onde, para todo t, ¥; é um vetor | X 1, F; é uma matriz n X [ conhecida, G; é uma matrix n X n
conhecida, 0; é o vetor de estados e tem dimensao #, €; é o termo de erro da observagio e w; é o
termo de erro do sistema ou erro de evolugéo. Freqﬁentemente €; e w; sdo interna e mutuamente
independentes. A equagdo (2.8a) é conhecida como equacdo da observacdo e define a distribui-
¢do de Y; condicional a 6;. A equacdo (2.8b) é conhecida como equacdo do sistema e define a
evolugdo do vetor de estados. Neste capitulo estamos interessados na modelagem de séries de
tempo univariadas, neste caso o modelo acima se reduz para o caso em que / = 1.

Os modelos de defasagens distribuidas podem ser expressos na forma de (2.8). O efeito de
qualquer regressor no instante ¢ sobre a média da resposta nos instantes futuros pode ser expresso
como uma fungdo de transferéncia. Na andlise de fun¢des de transferéncia, o objetivo é estudar
como a trajetéria de uma varidvel endégena é afetada pelos movimentos ou mudangas de uma
varidvel exdgena. Se esse efeito ndo tem uma forma estrutural ao longo do tempo, é dito que se
trata de uma funcédo de transferéncia de forma livre. Entretanto, se os efeitos (ou coeficientes do
modelo de regressao) estao relacionados através de uma forma conhecida, é dito que se trata de

uma fungdo de transferéncia de forma funcional. Ambos casos sdo descritos na segao seguinte.

2.3.2 Modelos de Fung¢do de Transferéncia

Uma funcdo de transferéncia de forma livre é um DLM de regressdo sobre um ndmero finito de
valores defasados. De acordo com West & Harrison (1997, p. 281), se a resposta média no instante

t é definida por
m

E(Y:|0) = Z BiXi—i = BoXi + P1Xs—1 + ...+ B Xi—m, (2.9)
i=0

amatriz F; em (2.8) é dada por F; = (X, Xi—1,..., Xt-m) € 0; = 0" = (Bo, P1, - .., Bm). Em (2.9), 0 efeito
do valor corrente da regressora X; = X sobre a resposta média no instante futuro 7, com a condigdo

Xir1 = ... = Xp4i =0, define a funcgao

BiX i=0,1,...,m

0 1> m.

Neste caso, os coeficientes de regressdo ff; ndo estdo relacionados (entre eles) e tem-se, pelo menos,
m quantidades desconhecidas. Uma maneira simples de adaptar a estrutura de regressdo para
incorporar uma relagdo funcional entre os f3; é considerar uma regressdo, nao diretamente em X,
mas numa varidvel de efeito construida para medir o efeito combinado dos valores passados e

corrente de X. Seja X; o valor no instante ¢ de uma variavel escalar independente X. Como descrito
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em West & Harrison (1997), um modelo de funcdo de transferéncia geral para o efeito de X sobre

Y é dado por
Y; = F60;+e, € ~N(0,02) (2.10a)
0; = GO+, X+ 0, (2.10b)
Y, = P, +dY, (2.10c)

cujos termos foram definidos na segdo 2.3.1. Em particular, €; e d0; sdo os termos de erro da
observacdo e da evolugdo, respectivamente, e 1, ¢ um vetor, de dimensédo 1, de parametros que
evoluem com a adigdo do termo Jdi,, que segue uma distribuicio normal com média zero e é
independente de €; e d0;.

O vetor de estados carrega o efeito dos valores passados e corrente de X para Y; através da
equacdo (2.10a); este efeito é formado em (2.10b) com a soma de uma fungdo linear dos efeitos
passados 0;_1, o efeito corrente 1, X; e um termo de ruido. O modelo em (2.10) pode ser re-escrito
na forma padrdo dos DLM (West & Harrison, 1997, Cap. 9). A parametrizagdo acima é muito mais

flexivel que (2.1), permitindo diferentes interpretacdes estocdsticas para o efeito de X; sobre Y;.

2.3.3 Funcoes de Transferéncia e Defasagens Distribuidas

Seguindo as descri¢gdes acima apresentadas, nesta secdo mostramos que os modelos de defasagens
distribuidas da se¢do 2.2 podem ser representados como um DLM, na forma da equacdo (2.10). Por

exemplo, o modelo de Koyck apresentado em (2.3) pode ser re-escrito como

Y:

E; + € (2.11a)
E; = AEi1+aX, (leb)

onde E; = aX; + aA'X; 1 + aA’X; o +...e 0 < A < 1. Neste modelo, a funcdo de transferéncia
de X é aliX. Aqui, com base na parametrizacdo em (2.10), temos n = 1, 6; = E;, o efeito total,
Y, = a, o efeito corrente para todo t, F = 1, G = A e d0; é igual a zero. Repare que este modelo
pode ser facilmente estendido para o caso em que a varia suavemente ao longo do tempo, isto
é, ay = a;_1 + day como em (2.10c) ou, mais geralmente, pode ser incluido um ruido para E; em
(2.11b). Por exemplo, E; = AtE;—1 + a; X; + JE;, onde JE; segue uma distribui¢do normal com média
zero e variancia G%. Note que a representacdo como DLM resulta numa estrutura muito geral para
o termo de erro. Assim, assumindo independéncia entre os termos de erro da observagdo e da

evolugdo, ao substituir (2.10b) em (2.10a) obtém-se um processo ARMA.
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O modelo de defasagens distribuidas de Solow também pode ser escrito como um DLM. Neste
caso, temos (1 — AL)'E; = a(1 — A)"X; e uma equagdo de evolugdo pode ser considerada para A e
r. Também, o modelo de Almon é um caso particular de uma fungdo de transferéncia de forma
livre (2.9) j& que é uma regressdo num numero finito e fixo de varidveis defasadas. Usando (2.7), a
funcdo de resposta de Y; é

Yh o X i=0,1,...,m
0 i>m.

Um exemplo econométrico é apresentado em Migon (2000), onde é desenvolvido um modelo
para prever o valor das exportagdes do Brasil como uma func¢do de uma tendéncia estocastica e
da taxa de cambio real. A natureza da dindmica do modelo foi introduzida através da hipétese de
expectativas adaptativas. O modelo resultante foi uma funcdo de transferéncia de primeira ordem

mais uma tendéncia.

2.4 Procedimento de Inferéncia

De acordo com o paradigma bayesiano, a especificacdo de um modelo fica completa depois da
determinacdo da distribuigdo a priori de todos os seus parametros. De acordo com o teorema de
Bayes, a distribuicdo a posteriori é proporcional ao produto dessa distribuigdo a priori vezes a
verossimilhanca.

No contexto dos DLM, a inferéncia pode ser realizada em forma seqiiencial, como é descrito
em West & Harrison (1997, Cap 4). Entretanto, nos modelos de fung¢do de transferéncia descritos
na secdo 2.3, a matriz de evolugdo G (em (2.8b)) pode depender de quantidades desconhecidas,
como em (2.11). Por esta razdo é necessdrio fazer inferéncia sobre A simultaneamente e, portanto,
outros algoritmos sdo necessarios.

Até o final da década de 80, técnicas de integracdo numérica eram utilizadas para aproximar as
constantes de normalizagdo das distribuigdes a posteriori e obter estimativas para os parametros.
As distribui¢ées a posteriori dos modelos de defasagens distribuidas sao dificeis de serem obtidas
analiticamente. No exemplo em Zellner & Geisel (1970) foi utilizada a transformacdo de Koyck,

que implica o ajuste da seguinte equagdo
Y =AY, 1 + k(1 - ANX; + e — Aerq, (2.12)

onde A, k e 62 sdo os pardmetros de interesse. Devido a complexidade das distribuicdes a posteriori

marginais, eles tiveram que fazer uso de técnicas de integragdo numérica bivariada para obter
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amostras das distribui¢des de interesse. Contudo, dado que as quantidades desconhecidas sdo
trés, os autores tiveram que integrar um dos parametros a fim de cair no caso bivariado.

Os métodos MCMC, como o amostrador de Gibbs (Gelfand & Smith, 1990), tém sido muito
utilizados na inferéncia bayesiana desde o inicio dos anos 90. O software BUGS (Bayesian Analysis
using Gibbs Sampling) é uma ferramenta muito conhecida que nos auxilia com esta tarefa. Este
pacote foi desenvolvido por D. Spiegelhalter e alguns colegas do MRC Biostatistics Unit e esta
disponivel de forma gratuita no sitio http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugs.

Neste capitulo mostramos que a inferéncia sobre os DLM, em particular os modelos de fungao
de transferéncia, pode ser realizada via BUGS. O maior atrativo af é a possibilidade de testar facil-
mente varias especifica¢cdes de modelo, tais como estruturas auto-regressivas ou transi¢des de es-
tados polinomiais, assim como avaliar a sensibilidade a escolha da distribuigdo a priori.

O BUGS executa a estimagado da distribuicdo a posteriori dos DLM de forma razoédvel. Contudo,
um importante fato a ser levado em conta é que a convergéncia das cadeias pode ser muito lenta
devido a alta correlagdo entre os elementos de 6. Uma solugdo pratica para este caso é guardar
amostras a cada k iteracdes, utilizando um valor grande para k. Em resumo, BUGS é muito ttil para
explorar novos modelos, porém rotinas computacionais mais especificas podem ser necessérias

para aplicagdes detalhadas e eficientes (Meyer & Yu, 2000).

2.5 Aplicagdo: uma Fun¢ao Consumo

2.5.1 Dados e Modelos

De forma similar a Zellner & Geisel (1970), usamos o conjunto de dados apresentado em Griliches
etal. (1962, pp. 499-500), que corresponde a renda disponivel (X;) e ao gasto (Y}) per-capita trimes-
tral dessazonalizados nos Estados Unidos no periodo 1947.1-1960.1V. A figura 4.1(b) mostra ambas
séries temporais. Seguindo a andlise de Zellner & Geisel (1970) consideramos a seguinte fungao
consumo:

Y = kX: + €4, (2.13)

onde, para o t—ésimo periodo, t = 1,2,...,T, Y; é o consumo real observado, X; € a renda real
“normal”, k é desconhecido e €; ¢ um ruido ou consumo transitério. Como Xj nédo é observavel,
Zellner & Geisel (1970) assumiram que a renda real “normal” satisfaz a hipétese de expectativas
adaptativas:

Xi—X_,=0-M)X: = X)), (2.14)
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onde o pardmetro A é tal que 0 < A < 1. Combinando (2.13) e (2.14), obtemos
Yi=k(1-AN)Xi+AX; 1 + NPXig+ . A A Xy + .. )+ €, (2.15)

ou, de forma equivalente,

Y; E:i + ¢, t>2 (216a)

E; AEt—l + I;Z}Xt/ (216b)

onde ¢ =k(1—A)e Er = PXi + ApXiq + A2YXea + ...

320 300

300 280

280 260

260
240
240
220
220

200

200

1947 1950 1953 1956 1959 1947 1950 1953 1956 1959

(a) Renda (b) Consumo

Figura 2.1: Renda disponivel (X;) e Gasto (Y;) per-capita trimestral dessazonalizados nos Estados Unidos
no periodo 1947.1-1960.1V.

A partir daqui desenvolvemos a andlise de (2.15) assumindo que X; é uma variavel prede-
terminada, tal como na defini¢do dada em Lancaster (2004, p.345): X é um vetor de varidveis
predeterminadas que sdo dependentes de valores passados do vetor de erro mas ndo entre valo-
res contemporaneos. Esta hipétese nos permite trabalhar com uma tnica equacdo; contudo, na
se¢do 2.5.6 fazemos uso do método de varidveis instrumentais para eliminar a correlagao entre a
regressora e 0s erros.

Nosso objetivo é usar a abordagem bayesiana para fazer inferéncia no modelo em (2.15) sob as

seguintes hipodteses de correlagdo serial do termo de erro e;:
e ErroI: ¢ lrldN(O, (7%);

o ErroIl: €; = pe;—q + v¢, with vy irldN (O, G%I).
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Segundo o Erro |, os €;’s sdo independentes e normalmente distribuidos com média zero e varidncia
comum 0%. Segundo o Erro II existe auto-correlagdo entre os €;’s. Neste caso assumimos que €;

segue um processo auto-regressivo de primeira ordem com pardmetro desconhecido p e variancia
2

o1

Sob a abordagem bayesiana, os modelos acima ficam completamente especificados apés a
atribuicdo da distribuigdo a priori dos pardmetros. Para A e k usamos uma distribui¢do beta com
parametros (1,1), isto é A ~ Beta(1,1) e k ~ Beta(1,1). Em outras palavras, assumimos que A e
k sdo independentes e estdo uniformemente distribuidos entre zero e um, a priori. Dado que néo
temos informagdo sobre a varidncia do termo de erro, adotamos uma distribui¢do gama invertida
pouco informativa como priori, isto é 02 ~ 1G(0,0001;0,0001). Testamos também outras distribui-
¢oes do tipo IG(g, €) mas os resultados ndo foram influenciados por esta escolha. Para o modelo
IT adicionamos uma priori para p, p ~ Normal(0,100), isto é, utilizamos uma priori relativamente
plana (flat) sem a restri¢do de que p deva estar na regido de estacionariedade [-1,1]. Em outras
palavras, permitimos que os dados determinem a regido com maior massa de probabilidade a
posteriori. Além disso, assumimos que no primeiro instante de tempo, E; = y1, pois E; é o valor
esperado de Y; em (2.16). Na realidade esta ndo é mais do que uma aproximag¢do. Em forma mais
geral, poderiamos ter atribuido uma distribuicdo a priori para Ey, por exemplo, p(Eyp), o efeito an-

terior as observagoes, e utilizado a equagao recursiva para obter uma distribuicdo a priori para E,
P(EllEO/ /\/ (P)

2.5.2 Resultados

Para obter as principais estatisticas da distribui¢do a posteriori de interesse, usamos o software
WinBUGS versdo 1.4 (Spiegelhalter et al., 2003). No apéndice 2.7 apresentamos a rotina utilizada
no WinBUGS para o modelo de Koyck. Para os modelos com estrutura de erros I e II, geramos
duas cadeias paralelas comecando de valores diferentes. Iteramos as cadeias 10000 vezes, elimi-
namos as primeiras 5000 itera¢des como periodo de aquecimento e guardamos as amostras a cada
10 iteragdes. Para verificar a convergéncia das cadeias, usamos a estatistica de Gelman & Rubin
(1992), modificada por Brooks & Gelman (1998). Finalmente, comparamos nossos resultados com
os obtidos por Zellner & Geisel (1970), que usaram a transformagdo de Koyck (KT), apresentada
em (2.12), e integracdo numérica para aproximar a distribui¢do a posteriori de interesse.

A média, moda e desvio padrado a posteriori de k e A com o modelo com erro I sdo mostrados
nas segunda e terceira linhas da tabela 2.1. Nela observamos que as duas abordagens fornecem re-

sultados similares aos obtidos por Zellner & Geisel (1970). A figura 2.2 mostra as densidades a pos-
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teriori de k e A obtidas com a transformacgao de Koyck (painéis 2.2(a) e 2.2(b)) e com a representagao
de fungdo de transferéncia (painéis 2.2(c) e 2.2(d)), respectivamente. Nesta figura fica evidente a
similaridade dos resultados. Observe que as duas modas das distribui¢des a posteriori sdo bem

identificadas.

Tabela 2.1: Estatisticas a posteriori associadas com os parimetros no modelo (2.15) com Erro I

Parametro média d.p. 2,5% 50, 0% 97,5% RP
Publicado em Zellner & Geisel (1970)2
k 0,948 0,020 0,940 - 1,000 -
A 0,508 0,254 0,380 - 0,900 -
Usando a transformacao de Koyck’s no WinBUGS
k 0,942 0,016 0,930 0,936 0,995 1,037
A 0,419 0,219 0,074 0,385 0,895 1,019
Usando a funcédo de transferéncia no WinBUGS
k 0,942 0,017 0,930 0,936 0,996 1,351
A 0,413 0,222 0,063 0,372 0,895 1,051

4 os valores na coluna 50% correspondem as modas.

b R é o fator de reducgo de escala (na convergéncia, R=1).

A tabela 2.2 mostra estatisticas a posteriori de alguns parametros do modelo (2.15) com Erro
II: k, A e p. Nessa tabela observamos uma vez mais que as duas representagdes, a transformacao
de Koyck e a funcdo de transferéncia, sdo equivalentes e fornecem a mesma moda para k, porém
as amostras das distribui¢des a posteriori obtidas com a representagdo de func¢do de transferéncia
estdo mais concentradas em torno de suas médias. Contudo, os resultados para A sdo muito dife-
rentes, provavelmente porque Zellner & Geisel (1970) marginalizaram a distribui¢do a posteriori
em p, enquanto, nés fazemos inferéncia de forma conjunta. Amostras das densidades a posteriori
de k, A e p obtidas sob as duas representa¢des paramétricas do modelo em (2.15) com Erro IT (KT,

TF) sdo apresentadas na figura 2.3. Fica evidente que ambas representacdes sao equivalentes.
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Figura 2.2: Amostras a posteriori dos pardmetros k e A sob o modelo (2.15) com Erro I. A linhas pontil-
hadas correspondem a média a posteriori. (KT = usando a transformacdo de Koyck, TF usando

a parametriza¢do como fungédo de transferéncia).

2.5.3 Sele¢io de Modelos

Dado que as estimativas sobre A sdo sensiveis as hipéteses utilizadas para o termo de erro, é
necessario selecionar o “melhor” modelo entre os que foram ajustados na sec¢do anterior. Neste
capitulo usamos dois critérios de selecdo de modelos diferentes. O primeiro é o DIC, abreviagdo
do inglés Deviance Information Criterion (Spiegelhalter et al., 2001). O DIC é dado por DIC = D+pp =
D(6) + 2pp, onde D é a média a posteriori da fungdo desvio (deviance) dada por D = —2 log[ f (yl@)],
onde f(y|0) é a verossimilhanca condicionada avaliada nos valores amostrados dos parametros.

D(0) é obtido ao substituir a média a posteriori de 0 na func¢do desvio, de forma que D(6) =
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Tabela 2.2: Estatisticas a posteriori associadas com os pardmetros no modelo (2.15) com Erro II

Parametro média d.p. 2,5% 50,0% 97,5% R®
Publicado em Zellner & Geisel (1970)2
k 0,878 0,201 0,940 -
A 0,597 0,184 0,610 -
Usando a transformacao de Koyck’s no WinBUGS
k 0,958 0,014 0,938 0,954 0,992 1,002
A 0,754 0,087 0,562 0,764 0,893 1,001
P 0,790 0,141 0,454 0,811 0,991 1,002
Usando a funcdo de transferéncia no WinBUGS
k 0,959 0,018 0,933 0,956 0,998 1,001
A 0,737 0,125 0,462 0,762 0,899 1,001
P 0,751 0,106 0,548 0,750 0,955 1,001

2 os valores na coluna 50% correspondem as modas.

b R é o fator de reducdo de escala (na convergéncia, R=1).

-2 log[f(ylé)], e pp = D — D(0). A versdo 1.4 do WinBUGS calcula o DIC de forma automatica. O
modelo com o menor DIC deve ser selecionado.

O segundo critério usado para comparar os modelos foi proposto por Gelfand & Ghosh (1998)
e é denominado EPD, abreviagdo do inglés Expected Predictive Deviance. O EPD é obtido mini-
mizando a perda a posteriori de um dado modelo. Quando se considera uma funcdo de perda
quadrética, o EPD pode ser calculado explicitamente. Nesse caso, se Y, representa valores
replicados do i—ésimo dado observado, y; s, temos EPD = Y., a? + 29 (i — yirobs)z, onde
wi = E[YireplVions] € 012 = Var[Yireplyions]), sd0 a média e a variancia da distribuigdo preditiva, res-
pectivamente. O modelo que minimiza o EPD é selecionado.

A tabela 2.3 mostra os valores do DIC e EPD, considerando uma perda quadratica, obtida para
cada modelo. Observamos que os valores calculados ndo diferem muito sob as duas representacdes.
Notamos também que os menores DIC e EPD foram obtidos com o modelo de Erro II, sugerindo

que é mais apropriado assumir que os termos de erro €; em (2.13) estdo auto-correlacionados.

Maior atengdo deve ser prestada a este modelo, por exemplo deve-se pesquisar sua sensibilidade
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Figura 2.3: Amostras a posteriori dos parametros k e A sob o modelo (2.15) com Erro II. A linhas pontil-

hadas correspondem a média a posteriori. (KT = usando a transformacdo de Koyck, TF usando

a parametriza¢do como fungdo de transferéncia).

a escolha da distribuicdo a priori e testar a hip6tese p = A.

2.54 Comparag¢ao com uma Abordagem Classica

Com a finalidade de comparar os resultados das se¢des anteriores com os de uma abordagem

classica, seguimos uma estratégia bastante utilizada para trabalhar com séries de tempo nao esta-

ciondrias. Especificamente seguimos Pesaran & Shin (1999) e Bentzen & Engsted (2001) que mos-

traram que a aproximagdo com modelos ARDL é perfeitamente valida quando (algumas das)

as varidveis sdo ndo-estaciondrias integradas de ordem 1, I(1), com a tnica restricdo de que as
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Tabela 2.3: Critérios de Comparacdo de Modelos: DIC (Deviance Information Criteria) e EPD (Expected

Predictive Deviance)

Transformacado de Koyck (KT) Fungéo de Transferéncia (FT)
Modelo (2.15) DIC 312,49 311,40
com Erro I EPD 1455,57 1453,29
Modelo (2.15) DIC 280,37 279,20
com Erro II EPD 760,16 767,91

variaveis I(1) sejam cointegradas e exista apenas uma equagdo de co-integragéo.

Usando a transformagdo de Koyck, o modelo em (2.15) pode ser visto como um modelo
ARDL(1,0), assim k e k(1 — A) podem ser interpretados como elasticidades de longo e curto pra-
zos, respectivamente. No contexto bayesiano, a inferéncia sobre fun¢des dos parametros pode ser
realizada, de forma direta, a partir das amostras obtidas das distribuigdes a posteriori dos mes-
mos. Neste caso, basta usar as amostras do MCMC de k e A para ter uma amostra a posteriori de
k(1—-A). A primeira linha da tabela 2.4 mostra as elasticidades de longo prazo estimadas com o mo-
delo selecionado na sec¢do 2.5.3 (com Erro II). Ela também apresenta a elasticidade de longo prazo
obtida com a representa¢do de func¢do de transferéncia (com Erro II) incluindo um termo constante
(intercepto) no modelo (segunda linha), com o procedimento de minimos quadrados ordindrios
(OLS) ! e com 0 método de co-integracdo de Johansen 2. Observamos que as estimativas pontuais
para o parametro de longo prazo obtidas com todos os modelos sdo bastante similares. A figura
2.4(a) apresenta o histograma da amostra da posteriori de k obtida com o MCMC e a distribuicao
normal obtida para kcomo procedimento OLS. A figura 2.4(b) mostra as distribuigdes empirica e
assintotica obtidas para k(1 — A). Embora as estimativas pontuais para k sob ambos procedimentos
sejam similares, na figura observamos que a distribuigdo assintética é muito diferente da distribui-
¢do a posteriori. Notamos que na distribuicio assintética P(k(H) > 0.905) > 0.50 enquanto que na
distribuigdo a posteriori, P(k > 0.905|H) = 0.025, onde H representa a base de dados completa. Este

fato pode ser explicado porque o ultimo resultado é baseado unicamente na amostra observada.

sugerido por Engle & Granger (1987)
Zsugerido por Johansen (1991)
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Tabela 2.4: Elasticidades de longo e curto prazo

Model Longo prazo Curto prazo
média d.p. média d.p.
Funcédo de Transferéncia 2 0,959 0,018 0,251 0,116
Funcio de Transferéncia ° 0,910 0,042 0,262 0,108
OLS 0,878 0,014 0,266 0,114
Johansen (VECM) € 0,884 0,022 - -

2 Modelo em (2.16).

b Modelo em (2.16) incluindo um termo constante ou intercepto.

¢ Considerando uma tendéncia linear nos dados e 0 defasagens no VAR, este modelo foi escolhido seguindo o critério de Schwartz
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Figura 2.4: Elasticidades de longo e curto prazo estimadas com o modelo em (2.16) com Erro II e um

intercepto na equacdo das observacdes. Em ambos painéis, os histogramas correspondem a

amostra da distribuigdo a posteriori, a linha vertical corresponde a média a posteriori e as linhas

pontilhadas a distribui¢do normal assintética estimada via OLS.

2.5.5 Bondade de Ajuste e Previsao

Com o objetivo de examinar a bondade de ajuste e a capacidade preditiva de nossa abordagem, re-

estimamos os pardmetros do modelo em (2.16) com Erro II, incluindo um intercepto na primeira
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equacao, utilizando somente as primeiras 49 observagdes. A figura 2.5(a) mostra o intervalo de
95% de credibilidade estimado para a amostra entre 1947.1 and 1959.II. Observamos um bom
ajuste, pois somente duas das observagdes ficaram fora do intervalo obtido. A figura 2.5(b) apre-
senta o intervalo de 95% de credibilidade estimado para as observac¢oes deixadas fora da amostra.

Observamos que todos os valores reais estdo contidos no intervalo estimado.

s {
280
260 300
240 -
” 295
220

+

290
200

285

1947 1949 1951 1953 1955 1957 195 1959.2 1959.5 1959.8 1960.1 1960.4

(a) Valores replicados (1947.1-1959.11) (b) Previsao (1959.111-1960.1V)

Figura 2.5: Valores replicados e previsao do consumo obtido com o modelo em (2.16) com Erro II e in-
cluindo um intercepto. Em ambos painéis a linha sélida corresponde a média, as linhas pon-
tilhadas ao primeiro e terceiro quartis da distribuigdo a posteriori. As cruzes correspondem aos

valores observados.

2.5.6 Tratamento da Endogeneidade

Até agora temos considerado a renda como varidvel predeterminada somente com o objetivo de
ilustrar nossa proposta e compara-la com Zellner & Geisel (1970); contudo, é bastante conhecida
a interdependéncia presente num modelo macro-econométrico de renda e consumo. Para lidar
com esta situagdo, nesta se¢do adotamos a abordagem de Congdon (2001, exemplo 7.38). Primeiro
ajustamos um modelo AR(1) para X com a finalidade de formar uma varidvel instrumental e depois
estimamos o modelo em (2.16) com Erro II.

A tabela 2.5 apresenta os resultados obtidos, incluindo as estimativas para o coeficiente auto-
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regressivo do modelo AR(1), a. Basicamente, comparamos as estatisticas a posteriori para k e
k(1 — A) com as apresentadas na segunda linha da tabela 2.4. Observamos que, como era esperado,
as médias obtidas sdo menores ao usar varidveis instrumentais enquanto que os desvios padrdes

sdo maiores.

Tabela 2.5: Estatisticas a posteriori associadas com os pardimetros do modelo em (2.16) com Erro II e mo-

delo AR(1) para a renda
média d.p. 2,5% 50% 97,5% Rb
k 0,902 0,102 0,606 0,922 0,995 1,001
A 0,768 0,145 0,407 0,808 0,952 1,003
k(1-A7) 0,211 0,135 0,029 0,172 0,548 1,003
P 0,753 0,108 0,549 0,748 0,973 1,002
02 9,819 2,011 6,587 9,602 14,33 1,001
a 0,998 0,013 0,972 0,998 1,024 1,003

b R é o fator de reducio de escala (na convergéncia, R=1).

2.6 Considerag¢oes Finais

Embora os primeiros modelos de defasagens distribuidas tenham sido propostos durante a década
de 50, eles sdo bastante tteis e muito utilizados na atualidade. Certamente esta classe de modelos
envolve varios tépicos que merecem atencdo: a forma funcional da relacdo entre os seus coefi-
cientes, a estrutura considerada para o termo de erro, a ndo estacionariedade das séries temporais,
varidveis endégenas, dados de painel, etc.

Neste capitulo discutimos a inferéncia dos modelos de defasagens distribuidas do ponto de
vista bayesiano. Especificamente, mostramos que estes modelos podem ser representados dentro
de uma classe muito ampla: os modelos lineares dindmicos. Este fato permite-nos usar todas as
vantagens oferecidas pela abordagem bayesiana, como a incorporacdo de informagdo subjetiva e a
descri¢do da incerteza, através da distribuigdo a posteriori dos parametros de interesse.

A inferéncia sobre modelos de defasagens distribuidas pode ser realizada com métodos MCMC.

Neste capitulo mostramos que esta tarefa é bastante simplificada com o uso do WinBUGS, um pa-
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cote de livre disponibilidade. Mostramos também que a comparacdo de modelos pode ser rea-
lizada utilizando o DIC, critério que estd implementado no WinBUGS, e o EPD. Além disso, as
cadeias obtidas através do WinBUGS podem ser exploradas com a biblioteca CODA (Best et al.,
1997), que também é de livre disponibilidade, e é util para obter indicadores (diagnésticos) de
convergéncia das cadeias.

Na verdade, outros algoritmos particulares podem ser utilizados, mas o ganho na eficiéncia
obtido com eles, é compensado pelo WinBUGS devido a facilidade de implementacdo dos cédigos.
Este fato permite-nos explorar diferentes alternativas de modelagem, avaliar o efeito da escolha
de prioris, o uso de varidveis transformadas ou a inclusdo de termos estocasticos na equagdo do
sistema, como foi apresentado aqui.

Modelos mais complexos podem ser analisados do ponto de vista bayesiano. Por exemplo,
Migon & Harrison (1985) mostram um caso ndo normal e ndo linear usando estimacgao Linear Bayes,
e Alves (2005) propde um esquema MCMC neste mesmo contexto.

Um tépico de importancia tedrica, que é parte do nosso trabalho atual, é a escolha da forma
funcional da fungdo de transferéncia e como isto afeta as previsdes e incertezas associadas. Uma

possibilidade é o uso de uma funcédo de transferéncia de segunda ordem.
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2.7 Apéndice: Exemplo de c6digo usado em WinBUGS

Este é o cédigo utilizado para ajustar o modelo de Koyck em (2.12) com erros ndo correlacionados

e homoscedasticos, isto é (e; iIldN (o, U%)).

model # (Ct=consumo, Yt=renda) {
el[l] <- 0
for(t in 2:T) {

mean.Y[t] <- lambdax*xY[t-1] + k+*(l-lambda)+*X[t] - lambdaxe[t-1]
Y[t] ” dnorm(mean.Y[t], tau.y)

Y.hat [t] ” dnorm(mean.Y[t], tau.y)

e[t] <- Y[t] - mean.Y[t]

}

# Prior

lambda ~ dbeta(l,1)

k ~ dbeta(l,1)

tau.y ~ dgamma (0.0001,0.0001)

var.y <- 1l/tau.y
phi <- kx (l-lambda)
}
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Capitulo 3

UM ESQUEMA DE AMOSTRAGEM EFICIENTE PARA MODELOS DINAMICOS
GENERALIZADOS

Neste capitulo apresentamos um esquema de amostragem multipla dos parametros de estado
de modelos dindmicos nédo lineares, dentro de um amostrador de Gibbs. O esquema proposto
combina a abordagem do Conjugate Updating para modelos lineares generalizados dindmicos com
o Backward Sampling utilizado nos modelos dindmicos normais para amostrar do vetor de estados.
Denominamos este esquema de Conjugate Updating Backward Sampling (CUBS). Observamos que
o CUBS reduz significativamente o tempo computacional necessario para atingir a convergéncia
de todas as cadeias dos modelos, sendo simples de implementar. As amostras das distribuicoes a
posteriori dos outros pardmetros dos modelos podem ser obtidas com outros algoritmos. Apresen-
tamos os resultados de um estudo de Monte Carlo extensivo realizado para comparar a eficiéncia
do CUBS versus outros algoritmos previamente propostos na literatura bayesiana e, também, duas

aplicagdes com dados reais.

3.1 Introdugio

Os modelos dindmicos nao lineares e ndo gaussianos sdo amplamente utilizados na estatistica
aplicada, em particular, sob a abordagem bayesiana. Neste capitulo consideramos que um modelo

dindmico de tempo discreto definido na familia exponencial é tal que

ytlnt/ (P ~ eXP[(P{ytT]t - ﬂ(ﬂt)}]b(yt/ (P)’ t= 1/ 2/ KRR (318)
gy = Fi(1py) 0 (3.1b)
0 = GHY,)0i1 +wy, w ~ N(0, W) (3.1¢)

00lY’ ~ N(mo, Co),

onde os vetores 0; sdo denominados parametros de estado e estdo relacionados através do tempo
via (3.1¢), a equacéo do sistema; 8y|Y" é a informagao disponivel anterior ao periodo em que se tem
informacao através das observagdes; 1; é o parametro natural e E[y¢|n:] = ¢ = d(n;) esta relacionado

a 0; via uma funcao de ligacao conhecida, g(-); 1, e P, denotam todas as quantidades desconheci-
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das envolvidas na definicdo de F; () e G(1,), respectivamente. Também, w; é o termo de erro
do sistema com varidncia (de evolugdo) W. Freqiientemente W é uma matriz diagonal e pode
variar ao longo do tempo. Do ponto de vista bayesiano, a especificacdo do modelo fica completa
depois da atribuicdo da distribuicdo a priori dos parametros. A distribui¢do a posteriori resultante
para os pardmetros em (3.1) ndo tem uma forma fechada conhecida, por esta razdo a inferéncia
nao pode ser realizada de forma analitica. Logo, métodos de simulagdo estocéstica sdo necessarios
para gerar as amostras de interesse, mas a alta correlagdo existente entre os ;s pode dificultar a
geracdo de amostras independentes. No contexto dos métodos MCMC, nosso objetivo é propor
um algoritmo com passo de Metropolis-Hastings independente e eficiente (pouca demanda de
tempo computacional e facil de implementar) para amostrar da distribuicdo condicional completa
de@, t=1,...,T.

Antes do uso intensivo das técnicas MCMC, West et al. (1985), Kitagawa (1987) e Fahrmeir
(1992), entre outros, propuseram diferentes métodos para obter aproximacgdes da distribuicdo a
posteriori em questdo. Desde a década passada, como pode ser visto em Migon et al. (2005), varios
algoritmos MCMC tém sido propostos para amostrar dos estados dos modelos dindmicos. Em
particular, Gamerman (1998) e Geweke & Tanizaki (2001) consideraram abordagens bayesianas
com passos de Metropolis-Hastings dentro do amostrador de Gibbs. Dado que o ponto critico de
um algoritmo de Metropolis-Hastings é a escolha da distribui¢do proposta, eles estdo interessados
na construcdo de propostas eficientes. Por exemplo, Gamerman (1998) sugeriu o uso de um mo-
delo dindmico normal ajustado com a finalidade de construir uma boa densidade proposta. Esta
idéia pode ser implementada de trés maneiras diferentes: na amostragem individual ou em blocos
dos estados, ou na amostragem individual dos termos de erro da equagdo de evolugdo. Gamer-
man concluiu que os movimentos individuais sdo preferiveis aos movimentos em blocos e que
amostrar dos erros é mais eficiente porque as cadeias resultantes sdo menos autocorrelacionadas,
o que ajuda a acelerar a convergéncia do algoritmo. Entretanto, esta proposta requer um esforgo
computacional bastante significativo pois o c6digo, geralmente, é complicado de escrever e pode
levar “muito” tempo para completar uma tnica iteragdo. Por outro lado, Geweke & Tanizaki (2001)
propuseram varias formas de construir densidades propostas para amostrar os estados em passos
individuais e realizaram um estudo de Monte Carlo para avaliar a sensibilidade dos resultados
a esta escolha. Eles concluiram que os resultados sdo bastante robustos a escolha da densidade
proposta para o passo de Metropolis-Hastings.

Nossa alternativa é amostrar do vetor de estados {01, ..., 07} de (3.1), em bloco, isto é, usando

um movimento multiplo num esquema anélogo ao FFBS (do inglés Forward Filtering and Backward
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Sampling), de Frithwirth-Schnater (1994) e de Carter & Kohn (1994) proposto para os modelos li-
neares dindmicos normais. Ambos trabalhos concluiram que amostrar todos os estados em forma
simultdnea acelera a convergéncia das cadeias em comparacdo ao caso de movimentos indivi-
duais. A idéia principal do FFBS é o uso da decomposi¢do da distribui¢do a posteriori conjunta
dos estados, no produtério das distribui¢des retrospectivas (ou suavizadas). No caso gaussiano,
as quantidades necessarias para a especificagdo dos momentos das distribui¢des suavizadas sdo
obtidas a partir do Filtro de Kalman. Logo, para obter amostras da distribui¢do condicional com-
pleta conjunta, primeiro calculam-se os momentos “para frente” (on-line) ou passo de filtragem, e
depois se amostra das distribui¢des normais suavizadas (que corresponde ao passo de Backward
Sampling).

Neste capitulo, nossa proposta para modelos ndo normais é substituir o primeiro passo do FFBS
(o passo de filtragem) pelo Conjugate Updating apresentado em West et al. (1985), para modelos di-
namicos na familia exponencial. Em outras palavras, nossa proposta consiste em aproximar as
distribui¢des on-line introduzindo uma priori conjugada para o pardmetro candnico da distribui-
¢do da observagao, e depois usar um passo de amostragem retrospectiva como no caso gaussiano
(o passo Backward Sampling). Denominamos este algoritmo CUBS, abreviagdo do inglés Conjugate
Updating Backward Sampling. A grande forca deste método reside em considerar a estrutura de
correlacdo temporal dos 6;. As principais vantagens sdo: facilidade de implementacado e redugao
do tempo e esfor¢co computacional quando comparado com outros algoritmos. O CUBS pode ser
usado dentro de outros algoritmos MCMC e, portanto, as distribui¢des a posteriori dos demais
parametros do modelo em (3.1) podem ser amostradas de maneira usual.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na se¢do 3.2 descrevemos o algoritmo MCMC
proposto, destacando as vantagens de sua utilizagdo. Na sec¢do 3.3 comparamos os resultados
obtidos com o CUBS com outros algoritmos previamente propostos na literatura bayesiana. A
comparagdo é feita com base num estudo de simulagdo extensivo realizado com dados artificiais.
Também apresentamos os resultados do uso do CUBS em duas aplica¢des a dados reais. Final-

mente, apresentamos algumas conclusdes e projetos futuros na sec¢do 3.4.

3.2 Esquema de Amostragem Proposto

Nesta se¢do propomos um esquema de amostragem MCMC baseado na combinagdo da filtragem
conjugada (Conjugate Updating) com a amostragem retrospectiva (Backward Smoothing). Iniciamos

esta se¢do revisando os principais aspectos da filtragem conjugada e a amostragem retrospec-
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tiva introduzidos, respectivamente, no contexto dos modelos lineares generalizados dindmicos
(DGLM) e modelos lineares dindmicos (DLM) normais. Depois apresentamos nossa proposta, o al-
goritmo CUBS, que combina as idéias descritas anteriormente. Terminamos esta segdo ressaltando
as vantagens do CUBS. Para definir a nossa notagdo, daqui em diante ® = {0, ..., 07} representa o
vetor de estados, Y' = {y1, ..., y:} representa a informagéo até o tempo t e ® = (¢, 1P, 1P,, W) denota
o vetor de todas as quantidades desconhecidas em (3.1), exceto ®. De acordo com a especificagdo
em (3.1) e assumindo distribui¢des a priori independentes para ¢, V1, V>, W, e para a informacao

inicial 0y, a distribui¢do a posteriori é

T
p(elr ceey GT/ 60/ II)]/ IPZ/ w/ (Plyll ceey ]/T) & H p(ytlet/ nt/ (P)

t=1

p(0:10:-1, Fr(1py), Ge(1p,), W)p(Bo)p(1)p(,)p(W)p(¢).  (3-2)

Como a distribui¢do em (3.2) ndo tem forma fechada conhecida, propomos usar métodos MCMC
para amostrad-la. Nosso interesse é amostrar da distribui¢do condicional completa de {01, ..., Ot}
Especificamente, usamos um algoritmo hibrido, um amostrador de Gibbs com passos de Metropolis-
Hastings. Nosso foco é a constru¢do de uma distribui¢do proposta eficiente.

Nos anos 80, antes do uso dos métodos MCMC, West et al. (1985) propuseram um algoritmo
seqiiencial para aproximar a distribui¢do a posteriori de um modelo linear generalizado dindmico
(DGLM). Esse algoritmo é denominado Conjugate Updating e baseia-se nos procedimentos de Linear
Bayes, uma aproximagdo realizada ao nivel das distribui¢ées a priori. Nos DGLM, a priori dos esta-
dos é especificada parcialmente através dos seus primeiro e segundo momentos, digamos a; e R;.
Estes sdo utilizados para determinar r; e s;, 0s parametros de uma distribui¢do a priori conjugada
apropriada para 7, isto é, ntIYt_l ~ CP(ry,st). Estes momentos sdo determinados resolvendo um
conjunto relativamente simples de duas equagdes tal como é mostrado no apéndice (ver tabela 3.6).
Os parametros da posteriori conjugada para o pardmetro natural sdo obtidos facilmente depois que
Yt é observado. A informagdo nesta posteriori é repassada para a distribuigdo a posteriori dos es-
tados. Como esta distribuicdo ndo é completamente conhecida, West et al. (1985) propuseram o
uso de estimagdo via Linear Bayes, considerando uma funcdo perda quadrética para derivar uma

aproximacao para a distribuigdo a posteriori do vetor de estados. A aproximacado consiste em
pONY', @) o p(BIY'™, D)p(yil6:, D)
= fp(etlrlt/ Yt_l/ (D)p(nt|yt_1/ q))P(yt|77t/ (D)dnt/

onde 7; é o pardmetro canonico de p(y¢|n;, @) no tempo t. Como o primeiro termo na integral acima
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é parcialmente conhecido, usamos o principio de Linear Bayes para obter

p(OY!, @) o fp Or | e, Y, @)p(m|Y!, D)y
[my, C],

I

onde [m;, C;] indica que p(GfIYt, @) é parcialmente conhecida através dos seus dois primeiros mo-

mentos, dados por
1
my = a;+ RFy(f; —ft)—
_ / qt
Ct = Ri-RFFR(1- )
9’ g

onde a; = Gymy_q, Ry = GiC1G, + Wi e (fi, qr) e ( f;4q;) sdo, respectivamente, a média e variancia,
a priori e a posteriori de 7;. Vale a pena destacar que o conhecido Filtro de Kalman é recuperado
sob a hipdtese de normalidade para y; e a fun¢do identidade como funcao de ligagdo.

O quadro 1 apresenta um esquema da andlise seqiiencial, via estimacgdo Linear Bayes, para
modelos lineares dindmicos generalizados, em paralelo com a andlise seqiiencial, via Filtro de
Kalman, para modelos lineares dindmicos normais. Observamos que 1; faz o papel de uma variavel
latente que facilita a aproximagdo de p(6:D;). Por conveniéncia assumimos que 1¢|D;_; segue uma

distribuicdo conjugada com p(y:|1;), mas esta hipdtese pode ser relaxada.

Quadro 1: Anélise Seqiiencial

e Nos modelos lineares dindmicos normais:

Evolucdo Atualizacdo

(01 YT Y™ === (0,)Y)) ...

e Nos modelos lineares generalizados dindmicos:

Evolugéo
- (Bl (O:1Y'™) (O:Y") ...
(nt|Yt_1) Atualizacéo (T]t|Yt)

No contexto dos modelos lineares dindmicos normais é conhecido que as implementacdes de

movimentos individuais nos métodos MCMC sdo bastante ineficientes devido a alta correlagcdo
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temporal entre os parametros de estado. Para contornar esta situagdo, Frithwirth-Schnater (1994)
e Carter & Kohn (1994) propuseram amostrar todos os elementos de ® em (3.1) num passo de
amostragem mdltipla. A abordagem proposta por eles estd baseada na conhecida decomposigao

da distribuicdo condicional completa conjunta dos estados:

T-1

p@OIY",®) = p(0rY", ®) | | p(6,161:1, Y, ®). (3.4)
t=1

Como p(0¢]0+41, Y!, D) p(O1110:, Yt, D)p(04]Y, @), é facil mostrar que p(0¢0;41, Y, @) é N(m;, C),

onde

m = m+ CiGl(GCiG| + Wi) " (0141 — Gymy)
C = C-CG(GCG, +W)IGC,

onde m; e C; sdo os primeiros e segundos momentos obtidos fazendo uso do Filtro de Kalman.
Daqui, o algoritmo FFBS consiste principalmente em amostrar os elementos de ® de forma seqtiien-
cial.

Com base nas idéias descritas acima, descrevemos agora como obter uma boa distribuigdo pro-
posta para o passo de Metropolis-Hastings na amostragem de ® em (3.1). Um valor candidato
para O, @, serd amostrado de uma distribui¢do multivariada obtida combinando as idéias de
West et al. (1985) e Frithwirth-Schnater (1994). Especificamente, a distribui¢do normal multivari-
ada N(®*|m°, C°), com média e variancia on-line - m, C - aproximadas pelo Conjugate Updating, ao
invés do Filtro de Kalman. Cada 0; é amostrado seqiiencialmente de t = T até t = 1, de suas
distribuicdes retrospectivas, dadas pela fatoriza¢do de N(®@*|m°, C°) em T densidades condicionais
univariadas, de maneira analoga ao caso gaussiano.

A principal idéia de nosso esquema ¢é descrita da seguinte maneira. Sejam mii) e Cgi), t =
1,...,T, os dois primeiros momentos das distribui¢des on-line obtidas via o Conjugate Updating, em

S

(33), e sejam m.") e C” os dois primeiros momentos das distribuigdes retrospectivas na i—ésima

iteragdo; entdo, uma amostra de ® pode ser obtida nas seguintes trés etapas:
(1). Amostre @7 de N(mg), Cg));

(2). Amostre ® de Nm'”, "), t=T-1,...,1; onde
t t Gy

m? =m? + cVG(G,cVG, + wy(6;,, - Gim?")
¥ =c? - cVGG,cVG) + Wyl
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(3). Faca ®" = @ com probabilidade 7 e 0" = @ com probabilidade 1 — 7, onde @ =
min(1,A) e

4o p(@1YT, @) q(@m*®, )
pOYT, @) g(@ms, C°1)) ’

onde ¢(-) é a densidade proposta com momentos m e C.

(3.5

Em outras palavras, com o CUBS exploramos o uso de um algoritmo seqiiencial, o Conjugate
Updating, em forma conjunta com um método de amostragem, o FFBS. Basicamente, com o objetivo
de construir nossa densidade proposta, introduzimos, a cada instante de tempo ¢, em (3.1), uma
priori conjugada (CP) para o parametro natural da familia exponencial. Dai que o CUBS é parecido
com um algoritmo de dados aumentados (data augmentation) onde os parametros canénicos atuam
como varidveis latentes que ajudam na simulagdo eficiente dos estados. Contudo, dado que vérias
aproximagdes sdo realizadas para tentar o uso de uma amostragem em bloco, este resultado é
uma alternativa para a constru¢do de uma densidade proposta independente para um passo do
Metropolis-Hastings. Em particular, neste capitulo enfatizamos o uso de uma distribui¢do normal
multivariada como densidade proposta, porém, outras distribui¢des, como a t—Student, podem
ser utilizadas.

Vale a pena ressaltar que a distribuigdo proposta obtida via CUBS fornece uma boa aproximagao
para a distribuicdo objetivo p(®|), portanto, as taxas de aceitagdo sdo sempre bastante razoaveis.
Além disso, o CUBS é facil de implementar, caracteristica que ajuda a diminuir o ntimero de erros
de programacgéo involuntarios. Finalmente, embora em alguns casos sejam necessarios métodos
numéricos para calcular os valores exatos de r; and s, na pratica podemos usar aproximagdes de
fungdes que contribuam para diminuir o tempo computacional.

Dado o vetor de parametros, ®, amostras da distribui¢do a posteriori dos outros parametros do
modelo podem ser obtidas seguindo as técnicas padrdo como Metropolis-Hastings, Slice Sampling
(Neal, 2003), ARMS, abreviacdo do inglés Adaptive Rejection Metropolis Sampling (Gilks & Wild,
1992; Gilks et al., 1995), etc. Estes métodos ndo afetam a convergéncia das cadeias geradas com
nosso esquema de amostragem, mas podem afetar o tempo computacional necessario para a con-
vergéncia de todas as cadeias (do algoritmo completo). Entretanto, pela nossa experiéncia, esse
tempo serd menor que o utilizado pelo algoritmo de Gamerman (1998). Para fins de exposigdo

resumimos nosso esquema MCMC no quadro 2.
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Quadro 2: MCMC + CUBS
(1). Inicializagido: dar valores iniciais 6(0),1/}(0) e iniciar as iteracgoes, i = 1;

(2). Amostrar ® usando CUBS:

(a) Calcular os momentos de p(8;D;, Pp'V), m® e C?¥, com o Conjugate Updating;
(b) Amostrar 8" com o Backward Sampling.

i. Amostrar 67 de Normal(m?, Cg))

ii. Amostrar 8;,t=T-1,...,1,de p(6:6;,,, p"™)

(c) Faca 0% = ® com probabilidade m; e 0% = @Y com probabilidade 1 — 7;, onde m7; =

min(1l, A) e A é arazdo de aceitagdo do Metropolis-Hastings:

L w®) o)
A= mm{l, (0) }, w(0Y) = o6

(3). Amostrar " usando, em geral, um passo de Metropolis-Hastings;
(4). Amostrar ¢ usando, em geral, um passo de Metropolis-Hastings;

(5). Atualizagdo: faga i =i+ 1 e volte para (2)c até a convergéncia.

3.3 Comparacdo de Esquemas de Amostragem

3.3.1 Estudo de Monte Carlo

Nesta segdo descrevemos um estudo de Monte Carlo que teve como objetivo comparar o uso do
CUBS dentro de um algoritmo MCMC, para fazer inferéncia sobre todos os parametros de estado
de um particular modelo linear dindmico, versus alguns dos esquemas de amostragem propostos
por Gamerman (1998) e Geweke & Tanizaki (2001).

— Gerac¢do dos Dados Artificiais

Geramos dados artificiais segundo um modelo relativamente simples porque nosso interesse prin-
cipal é avaliar a eficiéncia na geragdo de amostras somente dos parametros de estado. O modelo
dindmico Poisson de primeira ordem mostrado em (3.6), com 6y = 0,50 e W = 0,01, foi utilizado

para gerar trés conjuntos de dados, cada um com 100 séries temporais. A diferenga entres os trés
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conjuntos foi o tamanho das séries temporais. Desta forma, assumimos que

yi|n: ~ Poisson(n;), t=1,...,T (3.6a)
log(n) = 6+ (3.6b)
01 = 011 + wy wy ~ N(0, W) (3.6¢)
00Y® ~ N(my, Co). (3.6d)

Em resumo, geramos valores aleatérios de 0; com base em (3.6¢), a seguir geramos Y! com base
em (3.6a) para T = 50,100, 300. Depois disso, rodamos nossas rotinas MCMC para obter amostras
da distribuicdo a posteriori de ® e W, e comparamos os resultados com os valores verdadeiros. As
distribuigdes a priori de W e 0, foram, respectivamente, uma gama invertida com ambos parame-
tros iguais a 0,001, isto é, IG(0,001;0,001), e uma normal com média zero e varidncia grande, isto

é, N(0;10%). Em outras palavras, utilizamos prioris ndo informativas.

— Esquemas de Amostragem Estudados

As quantidades desconhecidas em (3.6) sdo (0o, 01 ...,01, W). Como a distribui¢do condicional
completa de W é gama invertida, amostramos diretamente dela, entretanto para o vetor de estados
usamos passos de Metropolis-Hastings.
Como mencionamos na segao 3.1, Gamerman (1998) sugere a constru¢gdo de um modelo linear
dindmico gaussiano ajustado (ou auxiliar) tal que
Ji=F0:+0, v ~N(QO, V) (3.7a)
0; = GOi_1 +wy, wi ~ N0, Wy), (3.7b)

onde as observagdes ajustadas ou pseudo-observagdes ij; e suas varidncias associadas V; sdo

= e+ (ye — pn)g ()
i)l (un)1>.

A
oo

Com base nesse “novo” modelo, os seguintes esquemas de amostragem foram propostos:

e Proposta I. Amostrar wj, um valor candidato para os erros do sistema, w;, da distribuicdo

condicional completa obtida a partir da seguinte re-parametrizagao de (3.7):

t

gt = FtZGt_jw]‘-i-Ut, G;=GVYt, t=2,...,T,
j=1

o~ N(O/ Vt)/ wt ~ N(OI W)r w1 ~ N(mll Cl)
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e Proposta II. Amostrar 0; da condicional completa de 8; em (3.7) (densidade normal).

Na realidade ha uma terceira proposta que consiste em usar o algoritmo FFBS em (3.7). Con-
tudo, esta proposta ndo é recomendada por Gamerman pois conduz a taxas de aceitagdo muito
baixas, por isso ndo é implementada neste capitulo.

Geweke & Tanizaki (2001) propdem diferentes distribui¢des propostas e recomendam a amos-
tragem individual dos estados, isto é, amostrar os estados um a um e ndo em bloco. Trés dos

esquemas propostos sao:

e Proposta I. Amostre 0; da densidade obtida a partir da equacdo do sistema. Em outras
palavras, amostrar 0; de N(G(1,)0;-1, Wy).

e Proposta II. Amostrar 0; da densidade normal com média e varidncia iguais as estimativas
retrospectivas, no instante ¢, obtidas da aplicagdo do Filtro de Kalman Estendido (EKS). Esse
filtro consiste na aplicagdo das recursdes do Filtro de Kalman e recursdes de suavizagdo a
um modelo dindmico normal ajustado, como em (3.7). Em outras palavras, também utiliza

pseudo-observagdes como em Gamerman (1998).

e Proposta III. Amostrar 0; de uma densidade normal com base num passeio aleatério, isto €,

a média é o valor corrente da cadeia, e varidncia obtida como na Proposta II.

Neste capitulo utilizamos as duas alternativas de amostragem individual proposta por Gamer-
man (1998), e as trés alternativas descritas acima de Geweke & Tanizaki (2001). Adicionalmente,
consideramos os momentos retrospectivos obtidos depois de aplicar o Conjugate Updating, para
construir densidades propostas individuais para 6;, em forma anédloga a proposta II de Geweke &
Tanizaki (2001), com este esquema avaliamos a amostragem de movimentos simples que decorre

naturalmente de nossa proposta. Em resumo, os sete esquemas que comparamos sao:
I. CUBS: amostragem em bloco como apresentada na segdo 3.2.

II. Conjugate Updating: amostragem individual. A proposta é uma densidade normal com média
e variancia iguais aos momentos obtidos com a anélise retrospectiva no instante ¢, apés o uso

do Conjugate Updating em toda a série.

III. De Gamerman (1998) - Proposta I: amostragem individual dos erros do sistema;
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IV. De Gamerman (1998) - Proposta II: amostragem individual direta dos estados;
V. De Geweke & Tanizaki (2001) - Proposta I: a proposta é obtida a partir da equagdo do sistema;

VI. De Geweke & Tanizaki (2001) - Proposta II: a proposta é uma densidade normal com média

e varidncia iguais aos momentos retrospectivos obtidos com o Filtro de Kalman Estendido.

VII. De Geweke & Tanizaki (2001) - Proposta III: a proposta é uma densidade normal com média
igual ao valor corrente da cadeia e varidncia igual ao segundo momento retrospectivo obtido

com o Filtro de Kalman Estendido.

— Critérios de Comparacao

Com a finalidade de comparar os esquemas de amostragem mencionados acima, calculamos o
fator de ineficiéncia e a raiz quadrada do erro quadrético médio para ® e Y. Seja INEF o fator de

ineficiéncia, dado por

o
INEF = 1+227p],
j=1

onde p; é a autocorrelagdo com defasagem j para os valores de uma cadeia de n valores (n — ).
INEF é uma medida de quéo longe esta a cadeia para representar uma amostra independente (veja
Gamerman & Lopes (2006) para maiores detalhes). Quanto maior é INEF, menor é a eficiéncia do
esquema.

Seja RMSEg, a raiz quadrada do erro quadratico médio para 0, , definida por
1 3 0] (k) 1/ 2
RMSEy, = E Y (6%, - o ,
k=1

onde 9527 ; € amédia da amostra da distribuigao a posteriori e Gik) é o valor verdadeiro do t—ésimo
estado do k—ésimo conjunto de dados artificiais (K = 100). Entdo a média e desvio padrdo de

RMSEp, sdo dados, respectivamente, por
1 &
média(RMSEy) = T ;_1 RMSEg,

T 241/2
Z RMSEy, — média(RMSEp)} | .
t=1

d.p.(RMSEy) =

T
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Em outras palavras, média(RMSEg) e d.p.(RMSEp) sdo as medidas resumo do erro quadrético
médio obtidos considerando as 100 replicagdes de cada conjunto de dados. Os valores de Y e
RMSEy sdo obtidos de forma anédloga.

Os outros critérios de comparacdo apresentados sdo: tempo computacional e taxas de aceitagao.
Os dados foram gerados no pacote R versdo 2.4 (R Development Core Team, 2005) e as rotinas
MCMC foram escritas em Ox versdo 3.2 (Doornik, 2002).

— Resultados

Os resultados apresentados nesta secdo provém da anélise de amostras de tamanho 10000 das
cadeias que foram iteradas 50000 vezes, tendo as primeiras 40000 sido descartadas como periodo
de aquecimento. A tnica excegdo sdo os resultados do esquema III cujas cadeias foram iteradas
somente por 15000 vezes, descartando-se as primeiras 10000 iteragdes. Adotamos esta estratégia
com base nos resultados de Gamerman (1998) sobre a velocidade de convergéncia e a alta demanda
de tempo computacional desse algoritmo. Além disso, ndo fazemos uso do espacamento entre
observagoes (thinning interval) para obter as estatisticas a posteriori, pois um dos nossos objetivos
é medir a autocorrelagdo que cada método produz em iteragdes consecutivas.

Em forma global os resultados indicam que sob o esquema I, as ineficiéncias exibidas pelas
cadeias do vetor de parametros sdo independentes da posi¢dao no tempo, isto é, as ineficiéncias das
cadeias de 0; para t no inicio, meio e final da série de tempo sdo praticamente as mesmas. Outro
resultado interessante é que ndo dependem do nimero de observagdes da série. Embora seja uma
amostragem em bloco, as taxas de aceitacdo sdo sempre razodveis, estando, em média, entre 26%
e 46%. Os esquemas de amostragem individual (II, V, VII e VII) foram os menos eficientes. Adi-
cionalmente, as fung¢des de autocorrelagdo empiricas (que ndo sdo apresentadas aqui) do esquema
I foram tdo boas quanto as do esquema IIIL.

A tabela 3.1 mostra 0 RMSE, 1, RMSE@g, a média e desvio padrao das taxas de aceitagao, consi-
derando todos os 0;, assim como a média e desvio padrdo dos tempos computacionais utilizados
com cada algoritmo para completar todas as iteracdes. Nessa tabela observamos que os valores
médios dos RMSEs, (média(RMSE)), de todos os esquemas sao bastante similares, como esperado,
tanto para a resposta (Y") como para os estados (®). As taxas de aceitagdo dos esquemas III e
IV sdo as maiores, mais de 90% em todos os casos, entretanto as taxas de aceitacdo de V, VI e
VII estdo entre 30% e 50%. As taxas de aceitacdo do esquema I sdo, em média, parecidas com as
taxas dos esquemas individuais. Vale a pena mencionar que para alguns conjuntos de dados, a

taxa de aceitagdo foi a mais baixa entre todos os esquemas, o que é esperado por se tratar de um
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Tabela 3.1: Erro Quadratico Médio (RMSE), Taxa de Aceitacdo (média de T X K taxas) e Tempo Com-

putacional (média em segundo das K = 100 amostras) para as séries temporais de tamanhos

T = 50,100, 300.
RMSEYT RMSEg Taxa de aceitagdo Tempo(seg)
Esquema média d.p. média d.p. média d.p.

T =50
I 1,252 0,109 0,236 0,036 42,629 - 280,30
1I 1,276 0,116 0,234 0,026 33,525 7,157 214,98
111 1,259 0,110 0,249 0,051 97,252 1,228 629,08
v 1,244 0,114 0,258 0,029 98,144 0,681 120,79
\Y% 1,315 0,132 0,237 0,034 51,423 4,531 89,04
VI 1,240 0,113 0,261 0,028 37,796 6,301 248,25
VII 1,236 0,110 0,259 0,030 44,613 5,816 219,65

T =100
I 1,309 0,133 0,224 0,027 38,454 - 334,25
II 1,327 0,143 0,226 0,024 32,350 6,986 257,16
111 1,313 0,134 0,233 0,040 97,942 0,851 1533,09
v 1,434 0,382 0,254 0,049 98,712 3,228 147,62
\Y% 1,383 0,152 0,286 0,038 51,461 4,041 104,54
VI 1,312 0,142 0,235 0,019 34,271 6,864 301,94
VII 1,307 0,140 0,230 0,021 42,016 6,042 274,08

T =300
I 1,608 0,303 0,228 0,035 31,352 - 247,76
I 1,615 0,306 0,379 0,221 32,177 9,470 314,09
111 1,610 0,298 0,227 0,037 98,428 0,687 2158,93
v 4,522 3,753 0,545 0,252 95,515 14,121 163,87
\Y% 1,711 0,329 0471 0,133 51,365 4,108 74,44
VI 1,607 0,301 0,236 0,034 32,881 8,985 371,31

VII 1,606 0,302 0,273 0,087 40,361 7,802 338,89
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esquema em bloco. Contudo, é diferente de zero, resultado contrario ao obtido pela amostragem
em bloco comentada em Gamerman (1998). Além disso, como esperado, observamos que a taxa
de aceitagdo diminui conforme o tamanho da série temporal aumenta. Os tempos computacionais
para os esquemas I, I, V, VI eVII foram muito parecidos (entre 200 e 300 segundos em média),
porém, o esquema III utilizou o mesmo tempo para completar apenas 10% do ntimero de iteragdes
completadas pelos outros métodos.

Considerando as 100 séries temporais, a figura 3.1 mostra um resumo, através de um diagrama
de caixa (box plot), dos logaritmos das ineficiéncias das cadeias amostradas dos estados 0;, nos
instantes t = 5,25,45 para T = 50, t = 5,45,95 para T = 100, t = 5,145,295 para T = 300 e W
para todos os casos. Nesta figura observamos que para as séries de tamanho T' = 50 e T = 100,
os esquemas V, VI e VII exibem as maiores ineficiéncias. Para o esquema III notamos que as
ineficiéncias diminuem quando o valor de ¢ aumenta, ou seja, as cadeias sdo geradas de forma
mais eficiente conforme a informagdo aumenta. Este resultado é esperado uma vez que a equagéo
de estados é obtida em funcdo dos termos de erro; logo, com o passar do tempo mais observagoes
sdo utilizadas para a construcdo da distribuicdo proposta. Os diagramas de caixa do esquema I
(CUBS) mostram que com este método obtivemos as menores ineficiénciasem t = 5e t = 25, e as
segundas melhores em t = 45, quando T = 50. Para T = 300 o esquema III resultou ser um pouco
melhor (em termos de eficiéncia) que o esquema I no meio da série temporal, por exemplo em
t = 145, e muito melhor no final da mesma, por exemplo em ¢ = 295.

A figura 3.2 exibe os diagramas de caixa dos logaritmos das medianas das amostras das distri-
buic¢des a posteriori de W. As estimativas sdo razodveis para todos os esquemas usados. Contudo,
segundo estes resultados, o esquema V tende sempre a subestimar a varidncia do sistema. Este fato
pode ser explicado pela pouca mistura das cadeias. Adicionalmente, vale a pena mencionar que
alguns resultados, ndo apresentados aqui, mostraram que se o valor de W usado para gerar dados
é “grande”, por exemplo W = 0,1, os esquemas III e IV podem ter problemas para aproximar as

distribui¢des a posteriori de interesse causando taxas de aceitagdo préximas de zero.

3.3.2 Dados Reais: Precipitacao em Tokyo

Utilizamos todos os esquemas de amostragem descritos na se¢do anterior para ajustar um modelo
dindmico ao ntimero de ocorréncias de chuva acima de 1mm em Tokyo em cada dia do ano entre
1983-1984. Este exemplo foi analisado previamente por Kitagawa (1987) e Gamerman (1998), entre
outros. O objetivo é estimar a probabilidade de sucesso (ocorréncia de chuva) para cada dia calen-

dario. O modelo considerado em (3.8) tem uma resposta binomial com probabilidade 7, tal que
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logit(rt;) segue uma tendéncia de primeira ordem, isto é,

yeln, 1y~ Binomial(n,m;), t=1,...,366; n=1set=60en =2set # 60,
logit(rt;) = 0 (3.8a)
6,} = Qt—l +w W ~ N(O, W) (38b)

Geramos uma cadeia com 10° iteragdes, e apés de um aquecimento de tamanho 70000, guardamos
as amostras a cada 10 iteracdes (exceto para o esquema III). Vale a pena mencionar que neste
particular exemplo, devido aos valores pequenos da varidvel resposta, usamos métodos numéricos
para calcular os momentos da priori conjugada para 7 no CUBS.

A tabela 3.2 mostra o RMSEYT, a média e desvio padrdo das taxas de aceitacdo, considerando
todos os 0;. Observamos que a bondade de ajuste obtida com todos os esquemas é bastante similar,
as menores taxas de aceitagdo correspondem a amostragem em blocos, e as maiores correspondem
aos algoritmos III e IV. A figura 3.3 mostra as fun¢des de autocorrelagdo das amostras de 0; em
t = 50,150,250, 350. Notamos que as amostras com menor autocorrelagdo foram obtidas com os
esquemas I e III, e que as maiores foram apresentadas pelas amostras obtidas para os esquemas
IV, V, e VI. Os diagramas de caixa dos logaritmos das ineficiéncias calculados para todo o vetor de
estados sdo apresentados na figura 3.4(a). Nela observamos que os melhores resultados (cadeias
com melhores eficiéncia) foram obtidos com os esquemas I e III, sendo que o esquema III apresenta
uma maior dispersdo. Como visto no estudo de simulacdo, pardmetros de estado no inicio do
tempo tendem a ser menos eficientes do que no final.

A tabela 3.3 apresenta algumas estatisticas associadas as amostras da distribuicdo a posteriori
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Tabela 3.2: RMSEy e Taxas de Aceitagdo para a Chuva em Tokyo.

RMSEYT Taxa de aceitagdo
Esquema média d.p. média d.p.
I 0,4698 0,2814 9,6400 -
I 0,4928 0,2825 29,9859 3,3905
I 0,4714 0,2836 98,0405 1,0536
v 0,4772 0,2831 99,6911 4,9041
\% 0,5771 0,2958 52,0549 1,8006
VI 0,4686 0,2891 26,6605 8,1579
VII 0,4793 0,2835 43,5408 4,0982

de W e a figura 3.4(b) mostra os diagramas de caixa das amostras de W. As medianas estimadas
estdo entre 0,04 e 0,10 (exceto para o esquema V, que, segundo nosso estudo de Monte Carlo,

tende a subestimar a varidncia dos estados.)

Tabela 3.3: Estatisticas das amostras a posteriori de W para a chuva em Tokyo.

Esquema média d.p. 2.50% mediana 97.50% log(INEF)
I 0,0919 0,0477 0,0235 0,0841 0,2187 3,5850

I 0,0492 0,0392 0,0079 0,0407 0,1496 3,7911

I 0,0903 0,0489 0,0254 0,0830 0,1984 2,8077

v 0,0716 0,0443 0,0179 0,0618 0,1777 2,4307

\Y% 0,0004 0,0003 0,0001 0,0003 0,0012 4,1382

VI 0,0838 0,0392 0,0326 0,0756 0,1787 4,1091
VII 0,0662 0,0380 0,0192 0,0570 0,1646 3,1724

3.3.3 Dados Reais: Chuva e Vazao no Rio Fartura (SP)

Baseados nas conclusdes do experimento de simulacdo e da aplica¢do anterior, verificamos que
os “melhores” esquemas de amostragem foram I e III. Assim, nesta se¢do comparamos as perfor-

mances somente destes dois algoritmos num contexto mais complexo, o de um modelo dindmico
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ndo linear. Especificamente, ajustamos um modelo de func¢do de transferéncia com resposta gama
a dados de precipitagdo e vazdo mensal da bacia do Rio Fartura no estado de Sdo Paulo (Brasil).
O periodo observado vai de janeiro de 1960 a dezembro de 1964. Os dados estdo publicados em
Monteiro (1992).

Se y; e x; denotam, respectivamente, a vazdo e a chuva no més t, o modelo considerado é

yelu, v~ gama(uy,v), t=1,...,T, (3.9a)
log(uy) = a+E; (3.9b)
E: = pEq+yxr+wy  wr~N(QO W), (3.90)

onde y; é o valor esperado de y; e v é o parametro de forma da distribuicdo gama, a é o nivel
basico ou fluxo base de vazao, p é um fator de recarga ou taxa de memorizacao referente ao efeito
E;. y é o efeito instantdneo da chuva e w; é o erro do sistema que caracteriza nossa fungdo de
transferéncia como estocastica.

Em (3.9) temos que as distribui¢des condicionais completas de y é W sdo normal e gama in-
vertida, respectivamente, logo suas amostras sdo geradas de forma direta. As distribui¢des condi-
cionais completas de a e p ndo tém forma fechada conhecida e, portanto, usamos um passo de
Metropolis-Hastings para gerar amostras de a e o método slice sampling para gerar de p. Para
gerar da distribuigdo a posteriori do vetor de estados E utilizamos os esquemas I e III em rotinas
independentes.

Com o objetivo de fazer uma comparagao “justa”, rodamos duas cadeias com ambos esquemas
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durante 10 minutos cada uma, ou seja, fixamos o tempo computacional e deixamos livre o ntimero
de iteragdes. Na tabela 3.4 apresentamos o nimero de iteracdes que foi possivel realizar com
cada esquema. Observamos que com I realizamos, em média, 77477 itera¢des, entretanto, com
III realizamos apenas 3946. Para determinar o periodo de aquecimento necessdrio para que em
cada esquema, todas as cadeias (de todos os pardmetros deste exemplo) atingiram a distribuigao
estaciondria, realizamos uma inspegdo visual do gréfico do trago (trace) das cadeia geradas. Con-
cluimos que o esquema I precisou de 2000 iteragdes, enquanto que o esquema III precisou de
apenas 500 iteragOes.

Para comparar as autocorrelagdes e fatores de ineficiéncia das amostras geradas com ambos
esquemas, construimos amostras de igual tamanho: 3363 elementos de cada cadeia. Para determi-
nar esse tamanho, calculamos o maximo espagamento (thinning interval) que poderia ser utilizado
na amostra obtida com o esquema I para obter uma amostra de igual tamanho a obtida com o
esquema III. O resultado, apresentado na tabela 3.4, indicou guardar as amostras do esquema I a
cada 22 iteragdes. A motivacdo que estd por trds deste exercicio é que sabemos que as amostras
obtidas com o esquema I podem apresentar maior autocorrelagdo que aquelas do III, mas o fato de
poder realizar muitas iteragdes em pouco tempo, permite que o problema da autocorrelagdo seja

contornado utilizando um espagamento entre as amostras.

Tabela 3.4: Comparac¢ao dos esquemas I e III no caso da vazao do Rio Fartura

Critério I III
Tempo total por cadeia (em segundos) 600 600
Numero de iteragdes da cadeia 1 78949 3961
Numero de iteracdes da cadeia 2 76005 3931
Meédia do ntmero de itera¢des por cadeia 77477 3946
Tempo para completar 100 iteragdes (em segundos) 0,77 15,20
Periodo de aquecimento (inspecéo visual) 2000 500
Espagamento (Thinning interval) 22 1
Tamanho de amostra final de cada cadeia 3363 3363

Na figura 3.5 apresentamos os diagramas de caixa e os autocorrelogramas das amostras da dis-

tribuicdo a posteriori de alguns dos parametros em (3.9). Observamos que com ambos métodos
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chegamos a mesma regido de maior massa a posteriori e que as autocorrelagdes das cadeias geradas
com o esquema I exibem valores menores. A figura 3.6 exibe os graficos das correla¢des cruzadas
das amostras geradas em cada esquema. Observamos que as amostras geradas para os diferentes
parametros podem ser consideradas independentes, com excegao de a.

Na tabela 3.5 temos os fatores potenciais de reducdo de escala, PSRF ou R (Gelman & Rubin,
1992), e os fatores de ineficiéncia, INEF, calculados para as amostras da posteriori, de cada uma
das cadeias, de alguns dos pardmetros em (3.9). Nesta tabela observamos que todos os valores
do PSREF, estdo proximos de 1, portanto, temos indicios que todas as cadeias geradas atingiram a
convergéncia. Segundo o INEF quando a amostra é formada por todos os elementos gerados, isto
é, considerando todas as iteragdes das cadeias, (Thin=1), o esquema I exibe resultados com maior
autocorrelacdo que aqueles do esquema III. Contudo, ao usar o espagamento (Thin=22) na amostra
de I, os fatores de ineficiéncia resultam melhores que os do esquema III. Este resultado reforca a
nossa premissa que com o esquema I podemos gerar amostras com maior autocorrelagdo, mas
que isto, na prética, ndo constitui um problema porque podemos realizar muitas mais iteragdes no

mesmo tempo computacional.

3.4 Considerag¢oes Finais

Neste capitulo mostramos que o algoritmo proposto por West et al. (1985), o Conjugate Updating,
pode ser utilizado com resultados bastante satisfatérios para construir uma densidade proposta
independente, para o passo de Metropolis-Hastings, para amostrar em bloco, todo o vetor de esta-
dos de um modelo dindmico generalizado. Realizamos um estudo de Monte Carlo para comparar
a performance de nossa proposta versus outras existentes na literatura. Os resultados mostraram
que o CUBS trabalha bastante bem, fornece bons resultados e tem como vantagens: a simples
implementacdo e o baixo custo computacional. Embora o modelo dindmico utilizado para nossa
simulacdo seja dos mais simples, este resultado é extensivel para modelos mais complexos, pois
alguns resultados ndo apresentados aqui mostraram que o CUBS funciona bem mesmo com mo-
delos néo lineares complexos, como fungdes de transferéncia, onde, por exemplo, o algoritmo IV
ndo deve ser utilizado e o esquema III é dificil de implementar e demanda muito esfor¢o computa-
cional.

Como foi mostrado neste capitulo, a varidvel resposta pode ser uma série temporal, que é
modelada segundo (3.1) onde os pardmetros variam ao longo do tempo. Mas o CUBS também

pode ser utilizado quando a varidvel resposta é uma amostra i.i.d. que segue um modelo com pa-
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Figura 3.5: Box plots e Fun¢des de Autocorrelacio das amostras de alguns dos pardmetros em (3.9) para
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Figura 3.6: Fun¢oes de Correlagdo Cruzadas das amostras de alguns dos parimetros em (3.9) para a Vazao
no Rio Fartura (SP).

rametros fixos. Neste caso, amostras da distribuigdo a posteriori podem ser geradas com um passo
de Metropolis-Hastings onde a densidade proposta é construida usando os tltimos dois momentos
obtidos com o passo de filtragem. A idéia é estimar os pardmetros fixos de forma seqiiencial,
ou seja, supor uma ordem nos dados e incorporar as observa¢des uma a uma no processo de
atualizacdo. Ao final, os momentos obtidos levardao em conta a amostra total e a moda da distri-
buicdo proposta estard préxima da moda da distribuicdo a posteriori de interesse.

Embora a énfase da aplicagdo do CUBS resida nas distribui¢des na familia exponencial, este
algoritmo é mais geral porque o que realmente é necessario é uma distribui¢do a priori, de pre-
feréncia conjugada, para o parametro de posi¢do da distribui¢do da varidvel resposta. Por exem-
plo, o CUBS pode ser utilizado com a distribuigdo log-normal.

Um dos tépicos que atualmente estamos pesquisando é a aplicacdo do esquema proposto a
distribui¢des k—paramétricas. A idéia é usar a distribuigdo a priori multivariada para a familia
exponencial (Bernardo & Smith, 1994, Cap. 5) para aproximar os primeiros momentos das distri-
buicdes on-line dos parametros de estado. Alguns detalhes desta abordagem sdo apresentados no

apéndice C.
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Tabela 3.5: Fatores Potenciais de Reducdo de Escala, PSRF, e Fatores de Ineficiéncia, INEF, para alguns

dos parametros no modelo em (3.9) para a vazido do Rio Fartura

I III
PSRF? INEF por cadeia PSRF? INEF por cadeia
R 97.5% 1P 2° 1¢ 2¢ R 97.5% 1P 2°b
a 1,01 1,03 512 511 2,87 2,48 1,02 1,08 4,77 4,89
p 1,00 1,01 4,58 4,57 2,36 2,14 1,14 1,52 4,68 4,97
y 1,00 1,00 2,75 2,70 1,13 1,22 1,07 1,29 3,59 3,49
v 1,00 1,00 3,91 3,85 1,43 1,47 1,08 1,31 3,61 3,70
W 1,00 1,00 3,40 3,40 1,29 1,34 1,04 1,18 3,06 3,32
Eo 1,00 1,00 3,91 3,86 1,88 1,55 1,00 1,01 3,53 3,86
Es 1,00 1,02 4,83 4,81 2,67 2,27 1,02 1,10 4,28 4,55
Eis 1,00 1,01 4,80 4,77 2,65 2,31 1,00 1,00 4,37 4,56
Ess 1,01 1,03 4,85 4,83 2,63 2,37 1,01 1,04 441 4,70
Ess 1,00 1,01 4,86 4,84 2,63 2,42 1,01 1,07 441 4,61

2 Abreviagdo do inglés Potential scale reduction factors (Gelman & Rubin, 1992).

b Amostras guardadas em todas as iteragdes (Thin=1).

¢ Amostras guardadas a cada 22 iteragoes (Thin=22).
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3.5 Apéndice: Algumas Equacdes para os Parametros a Priori e a Posteriori

Sejam r; e s; 0s pardmetros da priori conjugada para ;. Sejam f; e g; os momentos a priori obtidos
do modelo linear e f; e g; os momentos a posteriori. A tabela 3.6 mostra as equagdes que devem
ser resolvidas para calcular f e g nas distribui¢des utilizadas mais freqiientemente. Na tabela 3.6,
y(-) e Y’(-) denotam as fung¢des digama e trigama, respectivamente. Na tltima coluna sdo utilizadas
as seguintes aproximagdes: y(x) ~ log(x) e y’(x) = 1/x (veja Abramovitch & Stegun (1965) para

maiores detalhes).

Tabela 3.6: Exemplo de equac¢des para calcular os momentos a priori e a posteriori envolvidos no passo
de atualizac¢do do CUBS.

Distribuicdo Ligacao Momentos a priori e a posteriori Aproximagoes
vo= - ~ 1 -1
Binomial logit fi v = y(s) og(rt) —log(s:)
gt =Y (r) =y (s1) ~ 1/r,—1/s
L=yt y) =y e —yr)
8 =V(rity)+y e+ —yy
= -fo-1
Binomial identity i felmlfelqiCm = fi) = 1]
st =1 - fi/n)lfe/qe(ne — fr) — 1]
"=+ y) /(e + s+ 1)
& == fOl/(re +sp +mp + 1)
Poisson log fit =yl ~logls) ~ log(r:) - log(s:)
&t =y'(n) ~ 1/
; = )/(T’t + yt) - IOg(St + 1)
& =V (+y)
)
Poisson identity no=fila
st = filqr
; = (rt + yf)/(st + 1)
8§ =(a+y)/(s+1)
Gama log fit =loglr) = y(si+1) ~ log(rt) —log(s: + 1)

1/(st +1)

X

gt =Y'(se +1)
fi =log(r +vy) —y(ss +v+1)

*

g =V (s+v+y)

2 métodos numéricos sdo necessario para obter ; e s;.



3.6 Apéndice: O Caso da Distribui¢io Gama
Nesta se¢do apresentamos o CUBS para o modelo dindmico gama:

yelu, v~ Gama(uy,v), t=1,...,N

log(u) = Fi6
0 = GO +w;, w~ N[O, W]

OolDg ~ N(mg,Co)
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(3.10a)
(3.10b)
(3.10¢)
(3.10d)

onde Gama(u;, v) denota a distribuicdo Gama com valor esperado ; e parametro de forma v.

Momentos para log(u)

Supondo v conhecido, pela anélise conjugada temos: (—1lr, st) ~ Gama(s+1, 7). Dado que log(u) =

—log(-1nt) = g(nt), temos:

E[g(n)] = E[-log(-n»)] = —Ellog(-ny)] =logri—y(s; +1).
Var[g(ny)] = Var[-log(-n:)] = Var[log(-n:)] =7y"(st + 1).

onde y(x) = dlogI'(x)/dx = I"(x)/I'(x) = log(x) é a fungdo digama e y’(x) = 1/x é a fungdo trigama.

CUBS para o modelo dindmico gama em (3.10)
(1). Faga t=1
(2). Calcule os momentos a posteriori, m; e C; :
(a) Calcule os momentos a priori de 0; e g(1;), com base no modelo:

0:|D;_1 ~ [at, R¢] onde: a; = Gym;_1, Ri = GiC;-1G; + W;
SIDi1 ~ [ f1, g onde: f; = Fiay, gt = F{R/F;

(b) Determine os momentos da prior de g(1;) com base na anélise conjugada:

E[gm)IDs-1] = fr = logr: —y(st + 1) ~ logr; —log(s: + 1)
Var[gm)|Ds-1] = q¢ = V(s +1) ~1/(st+1)



(c) Obtenha os momentos a posteriori de g(1;), com base na analise conjugada:
E[g(no)IDe] = f; =log(re + vyr) = y(se + v + 1)
Var[golDd] = g; =y (s +v + 1)
(d) Calcule os momentos a posteriori de 6;, com base no modelo:
0:|D; ~ [m;, C;], onde:
my = a; + ReFy(f) — ft)%
9t 1

Ct = Rf - RtFtF;Rt(]. - a)a

(3). Facat =t+1 e volte para (2)(c)(ii) se t < N;
(4). Amostre Oy de N(my, Cn);

(5). Facat = N —1 e amostre 6; de p(0; | 04+1, Dy, 0) = N(ms, C);

(6). Facat =t —1evolte para (5)set > 1.
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As etapas (2)b e (2)d acima, sdo especificas para cada familia conjugada. As etapas (4)-(6)

constituem o backward sampling (BS). Os momentos de p(0; | 0:.1, Dy, 0) sdo obtidos de

6.ID; ~ N|my, €|
0141101, Di ~ N[G11101, G141 GGl + Wi |

011 |D N[ Giimy Gt+1CtG;+1 + Wit GG ]
[ ’ .
0; my C:Gti1 C:
Seja Ri+1 = G1+1CiG),, + Wi e By = GG, R}, logo:

0:10:.1, s ~ N(m;, C3),

onde

m; = m; + By(0141 — Gryimy)

C? = Ct - Bth+1B;-
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Capitulo 4

UMA ABORDAGEM BAYESIANA DA RELACAO CHUVA-VAZAO

Neste capitulo apresentamos uma proposta de modelagem conjunta das varidveis chuva e
vazdo. Ilustramos nossa proposta com dados da bacia do Rio Grande, uma bacia de grandes
proporgdes localizada no Nordeste do Brasil. Nossa abordagem estd baseada nos modelos dina-
micos. Para a vazao consideramos fungdes de transferéncia sem impor restri¢des de normalidade
e estacionariedade. Para a chuva consideramos o problema de mudanga de suporte a partir de
um modelo espaco-temporal. Utilizamos inferéncia bayesiana e métodos Monte Carlo via cadeias
de Markov (MCMC) para obter amostras das distribui¢des a posteriori de todas os pardmetros

desconhecidos.

4.1 Introdugdo

Das fases do ciclo hidrolégico, talvez a mais importante seja a do escoamento superficial, que tem
origem, fundamentalmente, nas precipitagdes (Pinto et al., 1976). A vazdo, ou volume escoado
por unidade de tempo, é a principal grandeza que caracteriza um escoamento e é usualmente,
expressa em metros ctbicos por segundo. Um dos desafios que os hidrélogos e operadores de
recursos hidraulicos devem encarar é a previsdo de vazdo dada a chuva numa determinada regido.
A natureza incerta, de forma intrinseca, destes processos faz com que a abordagem bayesiana seja
a mais apropriada sempre que problemas estatisticos sejam considerados (Rios-Insua et al., 2002).
Este capitulo apresenta uma estratégia alternativa para lidar com as caracteristicas espago tem-
porais de duas das mais importantes varidveis hidrolégicas: chuva e vazao. Nossos objetivos sdo:
(i) modelar conjuntamente essas variaveis, levando em conta que sdo medidas em unidades de
espaco diferentes e (ii) usar modelos estocdsticos cujos pardmetros tenham interpretacao fisica.
Vdrias classes de modelos estocésticos tém sido propostos para representar a relagdo chuva-
vazdo, seja com base nos modelos deterministicos ou na anélise classica de séries temporais. Duas
das mais importantes classes de modelos estocésticos aplicados a modelagem da vazao dos rios
sdo: funcdes de transferéncia e de mudanga de regimes. A modelagem com fungdes de trans-

feréncia é relativamente simples além de muito flexivel e tem sido utilizada principalmente na
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forma dos modelos ARMAX (Sales (1989) e Capkun et al. (2001), entre outros). Os modelos de
Cadeias de Markov com mudangas de regime, como em Lu & Berliner (1999), por sua vez, tém
sido incorporados recentemente. Estas abordagens nem sempre sdo adequadas porque podem
requerer o uso de dados transformados e seus pardmetros ndo tém interpretagdo clara para os es-
pecialistas em hidrologia. Em todos os modelos propostos anteriormente, a incerteza associada a
medi¢do da chuva ndo foi levada em conta explicitamente. Além disso, a modelagem da relagao
chuva-vazdo sempre foi realizada para bacias completas, considerando que ambas varidveis rep-
resentam dados de dreas. Na pratica, a precipitagdo é medida em mais de um ponto (pluvidometro)
dentro de uma bacia, depois é utilizado algum procedimento para aproximar a precipitagdo cor-
respondente a toda a regido. Existem métodos que usam uma média ponderada das observagdes
realizadas, onde os pesos sdo calculados com base no tamanho de poligonos que determinam a
area de influéncia de cada posto. Entretanto, este tipo de procedimento ndo leva em conta a in-
certeza associada a essa medicao.

Neste capitulo apresentamos uma alternativa para a modelagem conjunta de ambas varidveis.
Para a chuva usamos modelos espago-temporais, como aquele em Sansé & Guenni (2000). Para a
vazdo, usamos modelos dindmicos ndo normais e nado lineares, em particular estendemos os mo-
delos apresentados em Migon & Monteiro (1997). Adicionalmente, para aproximar a quantidade
de chuva da bacia, resolvemos o problema de suporte implicito (ver Gelfand et al. (2001) para
detalhes sobre o problema de mudanga de suporte). Os modelos apresentados neste capitulo con-
stituem uma representacdo parcimoniosa de um sistema complexo de processos fisicos e todos os
parametros utilizados tém interpretacao fisica (ou estdo associados a uma caracteristica fisica).

Os modelos formulados sdo analisados sob o paradigma bayesiano. Métodos Monte Carlo via
cadeias de Markov (MCMC) sdo utilizados para avaliar as distribui¢des a posteriori das quanti-
dades desconhecidas. Como as rotinas computacionais para os modelos propostos podem ser in-
tensivas (demandar muito tempo computacional), consideramos o uso de métodos que executem
milhares de itera¢cdes em poucos minutos. Em particular utilizamos a amostragem proposta no
capitulo 3, para modelos dindmicos generalizados.

O restante deste capitulo estd organizado da seguinte forma. Na secdo 4.2 descrevemos os
dados da Bacia do Rio Grande (BA), utilizados para ilustrar nossa metodologia. A segdo 4.3 é
dedicada a uma discussédo geral de nossa abordagem. Na se¢do 4.4 alguns detalhes a serem levados
em conta no procedimento de inferéncia de nossos modelos sdao descritos. Na secdo 4.5 discutimos
os resultados da andlise dos dados. Na secdo 4.6 apresentamos algumas consideragdes finais e

possiveis extensdes desta modelagem.
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4.2 Bacia do Rio Grande (BA), Brasil.

A bacia hidrogréfica do Rio Grande esta localizada dentro da bacia do Rio Sdo Francisco, na regido
do médio Sdo Francisco, no oeste baiano. A regido a ser estudada encontra-se entre os paralelos 11°
e 13? sul e os meridianos de 43°30" e 46°30" oeste. A bacia do Rio Grande ocupa uma extensdo ter-
ritorial da ordem de 78900 km?, que representa aproximadamente 13% da bacia do Sdo Francisco.
A regido tem clima tropical. O trimestre de maior estiagem ocorre em julho, agosto e setembro, en-
quanto que o trimestre mais chuvoso vai de janeiro a margo. O més de maior precipitagdo média,
na bacia como um todo, é marco e o de menor precipitagdo média é agosto (Di Bello, 2005).

Os dados utilizados neste trabalho foram fornecidos pelo Laboratério de Hidrologia da Uni-
versidade Federal do Rio de Janeiro (UFR]). Sdo séries historicas obtidas apés procedimentos de
consisténcia e sem observagdes faltantes, de dados mensais de vazdo no posto Tagud (area de
drenagem de 37522,48 km?) e chuva de 9 postos pluviométricos, espalhados irregularmente pela
bacia, entre agosto de 1984 a setembro de 2004 (242 meses). A figura 4.1(a) mostra a localiza¢do dos
postos e a figura 4.1(b) mostra 4 das 10 séries temporais disponiveis, as trés primeiras de chuva e

a quarta da vazdo em Tagua.
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Figura 4.1: Bacia do Rio Grande: (a) Localizagdo das estagdes monitoradoras; (b) Vazdo mensal no posto

Tagua e Chuva nos postos 2, 3 e 4 (locais marcados em (a)).
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4.3 Abordagem Proposta

Duas das principais caracteristicas da relagdo chuva-vazao sdo: a relagdo é ndo linear e a vazao
do periodo atual depende da vazdo do periodo anterior e da chuva passada e corrente. Pode-se
assumir que ndo existe retroalimentacao (feedback) entre vazao e chuva; logo, uma fungao de trans-
feréncia é uma alternativa natural para ajustar e prever estes fendmenos. Além disso, a vazao é
uma varidvel ndo negativa e suas séries temporais podem ndo ser estaciondrias. Conseqiiente-
mente, modelos dindmicos ndo normais e ndo lineares parecem bastante apropriados para trabal-
har com este tipo de dados.

Se Y; é a vazdo e X; é a chuva acumulada no tempo ¢, a relagdo chuva-vazao pode ser represen-

tada por
Ye ~ p(Yilue, r), t=1,2,... (4.1a)
g(u) = filar, Ep) (4.1b)
Ei = fo(Ei-1,...,E0, Xy), (4.1c)

onde p(Y¢lus, ¢¢) € uma fungdo de densidade para varidveis aleatérias ndo negativas, iy é o valor
esperado de Y, ¢; denota os outros parametros de p(Y¢lu, ¢¢), a € um nivel basico e E; é o efeito
total da chuva no instante ¢, g(-), fi(-) e f2(-) sdo fun¢des conhecidas que descrevem a dindmica
dos processos hidrolégicos. Modelos com os parametros variando no tempo ou com varia¢des

estocdsticas afetando E; sdo casos particulares de (4.1).

4.3.1 Um Modelo Dindmico de Fung¢do de Transferéncia

De acordo com as hipéteses estabelecidas em Migon & Monteiro (1997), a relagdo entre a vazéo e
a chuva pode ser bem representada através de uma funcdo de transferéncia, como descrevemos
a seguir. O modelo em (4.1) admite que o valor esperado de vazdo média gerada, y;, ou uma
fungdo dela, digamos g(ut), pode ser representado como um nivel bésico, a;, mais o efeito da
chuva passada e corrente, E;, isto é, u; = a; + E;. Além disso, espera-se que o efeito da precipitagdo
decaia entre os instantes t — 1 e t a taxa p; € (0,1). Como E;_; representa o efeito da precipitagdo
anterior ao instante f, uma fracdo da chuva corrente, digamos y;X;, pode ser acrescentada para
estimar o efeito total da chuva no instante t. Adicionalmente, se 9; é o efeito maximo esperado da

precipitacdo, entdo 3¢ > u; e o restante de vazdo possivel é 9; — (a; + p:E;—1); em conseqiiéncia, E¢,
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em (4.1c), pode ser representado por alguma das seguinte alternativas:

E; ptEi—1 + yiXi (4.2a)

ptEi—1 + [1 —exp(—=x: Xi)[9¢ — (ar + ptEt-1)]- (4.2b)

E;

As equagdes (4.2a) e (4.2b) suportam a hipétese de que o efeito da precipitagdo decai exponen-
cialmente com o tempo. Na equacdo (4.2a), quanto maior é a quantidade de chuva, maior é seu
efeito sobre a vazdo; esta hipétese é conhecida como retornos proporcionais as entradas. Por outro
lado, na equagao (4.2b), quanto maior é a quantidade de chuva, menor é seu efeito e também tem
um limite superior; esta hipétese é conhecida como retornos decrescentes. A figura 4.2 ilustra as

hipéteses aqui mencionadas.
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Figura 4.2: Hipéteses sobre as Fung¢des de Transferéncia

Interpretacao dos Parametros

Nesta subsegdo associamos os pardmetros , p e y em (4.1) e (4.2a) a algumas das caracteristicas
fisicas do processo chuva-vazdo. O pardmetro a representa o nivel basico ou fluxo base, que
depende do nivel do lengol freatico de cada bacia. Em geral, este fluxo base pode ser conside-
rado constante. Ja o parametro p pode ser considerado um fator de recarga ou também taxa de
memorizagdo do efeito da chuva. Este fator depende das caracteristicas geoldgicas da bacia e, por-
tanto, ndo deve variar muito ao longo do tempo. Variagdes neste pardmetro podem ser causadas
por mudangas radicais no solo, como a redugao significativa da vegetagdo.

Finalmente, o pardmetro y é o efeito instantaneo da chuva e estd associado principalmente a

velocidade de escoamento superficial. Este pardmetro tem uma dinadmica particular. Est4 forte-
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mente associado a taxa de infiltragdo do solo e/ou interceptagdo da chuva pela vegetagdo, a qual
pode ser influenciada pelo regime de chuvas. Assim, apés um periodo chuvoso, o solo estara satu-
rado e o escoamento superficial serd maior. Entretanto, ap6s um periodo seco a tendéncia do solo
serd de absorver as dguas da chuva. Este pardmetro também pode ser afetado pela presenca ou
nao de vegetagdo na regido. Quando a vegetagdo cresce passa a haver maior densidade de folhas

e, portanto, maior interceptagdo da precipitacdo e menor efeito instantdneo na vazao.

4.3.2 Modelando a Chuva

Note que a entrada X; no modelo (4.1) corresponde a precipitagdo na bacia toda, ou seja, uma
tnica medida de chuva é necessdria a cada instante do tempo. Entretanto, em muitas situagdes
reais, a precipitagdo é medida em mais de uma estagdo localizada dentro de uma bacia. Portanto,
a chuva total, X;, deve ser obtida a partir da solu¢do do problema de mudanca de suporte. Usa-
se mudanca de suporte quando se tem interesse na inferéncia sobre varidveis em unidades de
area (block data) diferentes daquelas onde foi observada (Gelfand et al., 2001). A chuva de uma
regido (Areal rainfall) pode ser vista como uma média entre os dados de chuva pontuais observados
porque é um processo espacial continuo.

Seja {Xi(s),s € B C R%,t=1,2,...) um campo espacial aleatério no instante ¢ e na localizacdo
s. Aqui, X¢(s) > 0 é uma variavel aleatdria que representa a quantidade de chuva no instante ¢ na

localizagdo s. Entdo, a chuva numa bacia ou regido B, X;, sera descrita por

X; = B! fB X(s)ds, (4.3)

onde |B| é a drea da bacia. Em particular, X;(s) pode seguir uma distribui¢do normal truncada e,
como sugerido em Sans6 & Guenni (2000), pode ser representada pelo modelo espago-temporal

seguinte:

wi(s;))P sew(s))>0, s;€B

Xi(si) = (4.4a)
0 se wi(s;) <0

wi(s) = O:f(s) + Z(s) + ex(s) (4.4b)

Zi(s) ~ GP(0,0%0(ls1,521l, A)), (4.4¢)

onde s é o vetor de localizacdes, w;(s) é uma varidvel normal latente descrita pela soma de trés
componentes: (a) 0;f(s), uma tendéncia polinomial, (b) Z(s), um processo com correlacdo espacial

e (c) €(s), um efeito aleatério com varidncia denotada por efeito pepita (nugget effect) (Cressie,
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1993). O parametro o2

é a variancia do processo Z(s) e ¢(|ls1 — s2ll, A) representa uma fungdo de
correlagdo dependente do pardmetro A. Uma forma alternativa de modelar a chuva é o uso de
uma mistura de distribui¢des, como em Velarde et al. (2004) e Fernandes (2005), para levar em
conta o excesso de zeros dos periodos secos.

Nossa proposta consiste em realizar o ajuste das equagdes (4.1) e (4.4) simultaneamente. Esta
proposta pode ser vista como um sistema simples mas completo e eficiente para ajustar e prever
duas das mais importantes variaveis hidrolégicas. A especificagdo do modelo apresentado envolve
vérias subclasses de modelos. E bastante flexivel e todos os pardmetros tém interpretacio fisica
clara. Além disso, toda a incerteza envolvida nos processos fisicos é explicitamente levada em

conta.

4.4 Procedimento de Inferéncia

Suponha que dispomos de dados de vazado observados durante T periodos de tempo e de dados de
chuva observados em S localiza¢des (no espago) na bacia B durante o mesmo periodo de tempo,
istoé, Y = (Y,...,Y7) e X(s) = (Xq(s),...,X7(s))’, onde s é o vetor de localizagdes (s1, ..., Ss)-
Temos também X;(s) = (X;(s1),..., Xt(sg)) e X(s;) = (X1(s;),...,X7(s7)),si € B,i = 1,...,5. Além
disso, suponha que X denota a série temporal da chuva da bacia (de 4rea), isto é, X = (X, ..., X7)".

A distribuicdo conjunta de Y, X e X(s) é dada por
p(Y, X, X(s)®) = p(Y|X, X(s), Oy)p(X, X(s)|Ox), (4.5)

onde ® = (0Oy,0Ox), Oy denota os pardmetros em (4.1) e ®x denota os parametros em (4.4).

Também

T
[ [ pCxiixi, Xi(s), ©1)p(X:, Xi(s)1@x)

p(Y, X, X(s)l@) =
=1
tT S
=[] p0rixe, Xuts), @p(XiXi(s), ©x) [ [ pXitsii@x). (4.6)
t=1 i=1

Gelfand et al. (2001) propuseram aproximar p(X;, X;(s)|®x) usando integracdo Monte Carlo.
Para isso, eles propuseram amostrar um conjunto de observagdes em Sp localizagdes, independente

e uniformente distribuidas sob B, e calcular (amostrar)

Sp
N 1 N .
=g ;Xt(si) i=1,...,S5 (4.7)
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onde X;(s;) é o valor predito de chuva para a i—ésima localizagdo de uma grade regular de in-
terpolagdo de Sp localizagdes, construida dentro dos limites da bacia B. Por sua vez (5.11) é a
aproximagdo de Monte Carlo de (4.3).

A distribuicdo preditiva, necessdria para interpolar a chuva, X;(s;), num novo conjunto de

localizagBes, por exemplo, X(s’) = (Xi(s}), ..., X¢(sy))’, € dada por:

p(X(s")X(s)) = f p(X(s")IX(s), Ox)p(@x|X(5))p(Ox), (4.8)

onde ®x contém todos os pardmetros em (4.4).

De acordo com o paradigma bayesiano, a especificagdo do modelo fica completa somente de-
pois da atribuicdo da distribuigdo a priori das quantidades desconhecidas. Apoés isso, amostras
das distribuigdes a posteriori podem ser obtidas via métodos MCMC (Gamerman & Lopes, 2006).
Dadas as expressdes acima, o procedimento de inferéncia via MCMC pode ser realizado nas etapas

seguintes:

(1). Ajustar um modelo espaco-temporal para a chuva, X(s), observada em S localiza¢oes da
bacia B.

(2). Obter as amostras da chuva na bacia, X, a partir da amostra preditiva de X(s), gerada no

passo (1), para cada ponto da grade de interpolagao.

(3). Ajustar um modelo chuva-vazdo para Y, usando como X a cadeia gerada no passo (2).

Em particular, para os modelos dindmicos de vazao considerando a distribui¢do gama, propo-
mos o uso do esquema de amostragem chamado CUBS, abreviagdo do inglés Conjugate Updating
Backward Sampling (apresentado no capitulo 3), que combina o Conjugate Updating de West et al.
(1985) para modelos dindmicos na familia exponencial, com o Backward Sampling de Frithwirth-
Schnater (1994). Observamos que para modelos de func¢do de transferéncia ndo-normais, CUBS re-
duz significativamente o tempo computacional necessdrio para atingir a convergéncia das cadeias,
além de ser de facil implementacao.

Sob esta abordagem, a inferéncia sobre eventos relacionados, por exemplo, a probabilidade
de periodos secos ou a probabilidade de que a vazdo exceda algum valor pre-fixado, pode ser

realizada de maneira relativamente simples.
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4.5 Modelagem na Prética

Aplicamos a abordagem descrita na se¢do 4.3 aos dados de chuva medidos nas 9 estagdes plu-
viométricas e a série de vazdes da estacdo fluviométrica Tagud, todas pertencentes a bacia do Rio
Grande. Especificamente, utilizamos a fungdo em (4.2a) para o efeito E; em (4.1c) e um modelo
dindmico normal linear multivariado (ver West & Harrison (1997, Cap. 16)) para a evolugdo tempo-
ral dos parametros em (4.4). Para uma melhor exposicdo, reproduzimos o nosso modelo completo
em (4.9):

YiIX; ~ p(us, ) t=1,...,T (4.9a)
log(us) = a; + E; (4.9b)
Ei = pE;_1 + i X + wy wi ~ N(0,0%) (4.9¢)

ar = Gapq + W Wat ~ N(0,0%) (4.9d)

Vi = Gy + Wy wy,t ~ N(O, a)z,) (4.9¢)
X:iix(sf) i=1,...,S (4.9f)

=g A (s ,...,SB )
Xi(s)) = wis)f' se wi(si) >0 i=1,... N (4.9¢)
0 se w(s;)) <0

Wy =z + Vv v ~ Nn(0, TZI) (4.9h)

2z, =F0;+¢ € ~ Nn(0,0%V)) (4.91)

0; = GO;_1 + & & ~ Ni(0, Wy), (4.9))

onde p(u4, @) denota a distribuicdo log-normal ou gama e ¢p corresponde ao parametro de precisao
da log-normal ou o parametro de forma da gama. Em (4.9g)-(4.91), N é o nimero de estagdes
observadas e S é o niimero de pontos na grade de interpolagdo. X;(s) denota a precipitagdo no
instante t = 1,...,T na localizacdo s = 1,...,N, w(s) é uma varidvel gaussiana latente, § é uma
poténcia desconhecida, w; é um vetor de dimensdo N que aloca as observagdes das N localizacdes
correspondentes ao tempo t, T2 é o efeito pepita, 0> > 0 e V; € RN*N, V, captura a correlagio
espacial; assumimos que V;; = exp(—Ad;;), ou seja, uma correlagdo com decaimento exponencial
onde A controla a taxa de decaimento dessa correlacdo, A > 0 e d;; é a distancia euclideana entre as
localizagdesie j,i,j=1,...,N.Em (4.91)—(4.9)), F € RN*k G e Rk e 9 € RF. Os elementos de 0 sdo

tais que 0; = (041, 012)’, onde 04 é um sub-vetor que descreve a tendéncia espacial e 0y, descreve



62

os efeitos sazonais. As equagdes (4.9d) e (4.9e) representam possiveis evolugdes no tempo dos pa-
rametros a e y, respectivamente. Na prética somente uma delas é ajustada e a escolha depende

das caracteristicas da regido sob estudo.

4.5.1 Distribuic¢des a Priori e Condicionais Completas

Em geral, optamos pelo uso de distribui¢des a priori vagas. Contudo, dado que os parametros
tém interpretagdo fisica clara, um processo de elicitagdo de prioris poderia ter sido utilizado. Para
os parametros do modelo espago-temporal em (4.9g)-(4.9j) consideramos todos os pardmetros in-
dependentes, a priori, isto &, p(6o,0%,¢% A, B) = p(00)p(a?)p(c?)p(A)p(B), onde ¢? = t%/0?, p(Op) é
uma densidade normal N-variada com média 0 e matriz variancia identidade, Ny(0,I) e p(c?) é
uma distribuigdo imprépria igual a 1/0%. Entretanto, p(c?),p(A) e p(B) sio densidades gama com
parametros (0,001;0,001), (2;6/1,86) e (12,4), respectivamente. Os hiperpardmetros para A foram
selecionados de acordo com a premissa que a correlagdo espacial seja praticamente zero a uma
distancia igual a metade da distdncia méxima entre os postos observados. Os hiperpardmetros
para f foram escolhidos de forma que o seu valor esperado seja 3, representando a transformacao

por raiz cibica amplamente recomendada na literatura hidrolégica (Sansé & Guenni, 2000).
Seguindo o Teorema de Bayes, a distribui¢do a posteriori é proporcional a verossimilhanca
vezes a distribui¢do a priori. Para o modelo espago-temporal em (4.9g)-(4.9j), a distribuicdo a
posteriori é dada por
T, 1 \NT/ T

p(o?,c% A, B, z, Olx) o« (%)N (;) VI exp( —%Z

t=1

1

sllwr = zil? + (z¢ — F'0,) V(A) (2 — F'6y)

n

1/8-1

(0 - GOy Wi (6, - Go,)([ |

7 )p(60,6%, ¢, 1, B). (4.10)
t=1 x>0

N|>—‘
ip1-

A partir de (4.10), as distribui¢des condicionais completas (d.c.c.) sdo: 0% ec?sdo gamas invertidas,
z € normal multivariada, w;; < 0 é normal truncada univariada. As d.c.c. de A e f ndo tém forma
fechada conhecida. Como os 60; sdo os estados de um modelo dindmico normal, as suas d.c.c.
também sdo normais multivariadas.

Para o modelo dindmico em (4.9a)-(4.9¢c) atribuimos, também, distribui¢des a priori indepen-
dentes. Em particular, consideramos distribui¢des normais com média zero e variancia 10° para
Eo, ap e yo e uma distribuicdo uniforme entre [0,1] para p. Para todos os termos de varidncia,
(03, 0%,0%,), utilizamos distribuicdes gama invertidas com ambos parametros iguais a 0,01. Ao
utilizar a distribui¢do gama para a vazdo, consideramos uma distribui¢do gama com ambos para-

metros iguais a 0,01, como distribui¢do a priori para o pardmetro de forma, denotado por ¢. Neste
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caso, as d.c.c. dos pardmetros em (4.9a)-(4.9c) dependem da distribuicdo assumida para Y; e as
hipéteses para 02, 0% e 0)2,. Em particular, se p(ut, ¢) é uma distribui¢do gama e o7, = 0)2, =

d.c.c de y e 07 sdo normal e gama invertida, respectivamente, e as d.c.c. de @, p e ¢ ndo tém forma

0, as
fechada conhecida.

4.5.2 Principais Aspectos Computacionais

Para obter amostras da distribui¢do a posteriori de interesse, usamos o amostrador de Gibbs
(Gelfand & Smith, 1990). Para amostrar das d.c.c. de A, B, a e p utilizamos o método slice sampling
(Neal, 2003). Fizemos uso de um passo de Metropolis-Hastings com uma proposta log-normal
para amostrar o pardmetro de forma ¢. Obtivemos amostras de 6; usando o procedimento do
FFBS (Frithwirth-Schnater, 1994) e de E; usando o CUBS. Também, de forma andloga a Sans6 &
Guenni (2000), usamos fatores de desconto para W;: 6 = 0,90 para a tendéncia espacial e 65 = 0,95
para os efeitos sazonais. Finalmente, para o3 e 072,

equagodes (4.9d) e (4.9d) foram incluidas nos modelos.

usamos 0, 95 como fator de desconto, quando as

Realizamos 70000 iteragdes de duas cadeias paralelas do algoritmo MCMC para os modelos
espago-temporais, descartamos as primeiras 10000 itera¢des como periodo de aquecimento e, para
quebrar possiveis auto-correla¢des, guardamos as amostras a cada 10 itera¢des. Para os modelos
de vazao, rodamos duas cadeias paralelas com 60000 iteragdes depois do periodo de aquecimento
de tamanho 10000. Neste caso, guardamos as amostras a cada 5 iteragdes. Escrevemos a rotinas
computacionais em Ox versdo 3.20 (Doornik, 2002) e testamos a convergéncia das cadeias com a

biblioteca CODA, desenvolvida por Plummer et al. (2005) para o software R.

4.5.3 Resultados

Levando em conta a fatorizagdo da verossimilhanga, usamos os algoritmos para primeiro ajustar
o modelo em (4.3) com varias especificagdes da tendéncia polinomial e depois ajustar vérios casos
particulares do modelo em (4.1).

O modelo espaco-temporal utilizado para a chuva tem um intercepto e um efeito linear da lon-
gitude na tendéncia espacial. Outros modelos testados indicaram que a latitude nao tem um efeito
significativo nessa regido. O padrado sazonal estd representado por dois harmoénicos de Fourier que
foram escolhidos depois de uma andlise exploratdria dos periodogramas das séries. Entdo, F; em

(4.91) é um vetor com componentes: (1,longitude(s;),1,0,1,0)" e G = diag(G1, G2), onde G; é uma



64

cos(2nr/12)  sin(27tr/12)
r=

matriz identidade de ordem 2 e G, tem blocos diagonais Gy, = ST =
—sin(2mtr/12)  cos(2mr/12)

1,2.

A figura 4.3 apresenta as trajetorias estimadas para 0;. Observamos que o intercepto varia ao
longo do tempo e aparentemente tem um ciclo inter-anual. O efeito da longitude é negativo e
varia suavemente ao longo do tempo. O primeiro harmoénico exibe um padrdo bastante regular,
porém, o efeito do segundo harmonico exibe dois periodos de comportamentos diferentes: antes e
depois de 1992. A tabela 4.1 mostra as principais estatisticas das amostras das posterioris obtidas
para os parametros estdticos nas equagdes (4.9g)-(4.9j). A média a posteriori estimada para g é
1,73, sugerindo que os dados sdo suavemente assimétricos, provavelmente porque os dados sdo
mensais (dados semanais podem ser mais assimétricos). Na tabela 4.1 também observamos que
a estatistica R (Gelman & Rubin, 1992) assume valores muito préximos de 1, o que sugere que a

convergéncia de todas as cadeias foi atingida.
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Figura 4.3: Trajet6ria estimada para os pardmetros dindmicos do modelo da chuva em (4.9j). As linhas
sélidas correspondem a média a posteriori e as linhas pontilhadas ao intervalo de 95% de credi-
bilidade.
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Tabela 4.1: Estatisticas a posteriori associadas com os parametros fixos em (4.9g)—(4.9j)

média d.p. 2,5% 25% 50% 75% 97,5% R

B 1,732 0,016 1,701 1,722 1,732 1,743 1,764 1,001
A 0,045 0,007 0,033 0,040 0,044 0,050 0,061 1,001
2 0,719 0,040 0,644 0,691 0,718 0,746 0,798 1,001
o2 1,100 0,044 1,015 1,070 1,098 1,128 1,191 1,003

Com a finalidade de ilustrar as interpolag¢des obtidas com o modelo espago-temporal ajustado,
a figura 4.4 mostra a média a posteriori em dois meses selecionados. Observamos que o modelo
reproduz padrdes de chuva bastante diferentes, por exemplo, o padrao de um més chuvoso como

dezembro e de um més seco, como junho.
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Figura 4.4: Médias a posteriori de chuva estimadas para dois meses diferentes. Os pontos sinalizam a

localizagdo das esta¢Ges monitoradoras.

A precipitagdo para a bacia toda foi obtida por meio de interpolagdes espaciais numa grade
de 63 pontos selecionados a partir de uma grade regular construida sobre a drea de drenagem
em estudo. Estas grades (regular e selecionada) sdo mostradas na figura 4.1(a). A integral em
(4.9f) foi aproximada por Monte Carlo, pela média dos valores preditos nesses 63 pontos. A
média e o intervalo de 95% de credibilidade para a chuva acumulada da regido sdo apresenta-
dos na figura 4.5. Esta figura mostra também a precipitagdo estimada pelo método de Thiessen,

método deterministico amplamente utilizado que consiste no célculo de uma média ponderada
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das precipitagdes observadas em cada posto. Vale a pena prestar atencao a figura 4.5 porque do
ponto de vista bayesiano é possivel levar em conta toda a incerteza associada aos fendmenos em
estudo, o que nos permite construir um intervalo de credibilidade para cada instante do tempo e,

mais ainda, considerar esta incerteza também durante o ajuste das equagdes para a vazao.
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Figura 4.5: Chuva na bacia. A linha sélida corresponde a média a posteriori e as linhas pontilhadas ao

intervalo de 95% de credibilidade. Os + correspondem as estimativas com o método de Thiessen.

Utilizamos a amostra a posteriori da chuva da bacia X; para ajustar varios casos particulares das
equacoes (4.9a)-(4.9¢c). Especificamente, consideramos duas alternativas para p(Y:|X;): log-normal
e gama, a funcdo de transferéncia apresentada em (4.2a), e cinco alternativas para a dindmica da

vazao:

(a) Fluxo base, funcio de transferéncia e efeito instantaneo da chuva estéticos: 02 = 0)2, = 0125

0,Vt;

(b) Fluxo base e efeito instantaneo da chuva estaticos, e funcio de transferéncia estocastica: o2

2 _ 2 .
oy—OeaE>O,Vt,

(c) Fluxo base variando no tempo segundo um passeio aleatdrio, e funcdo de transferéncia e

efeito instantaneo da chuva estéticos: a; = a;_1 + wq 4, aﬁ >0e 0)2, = a% =0,V
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(d) Fluxo base estético, fungdo de transferéncia estocéstica e efeito instantdneo da chuva va-

riando no tempo segundo um passeio aleatério: y; = Y1 + w4, o)z, >0, oi =0e a% >0,V

(e) Fluxo base estatico, funcdo de transferéncia estocastica e efeito instantdneo da chuva va-
riando no tempo segundo uma tendéncia constante e um padrdo sazonal com dois harmonicos:
Ve = Gyyi1 + Wy, 05 > 0,05 = 0e oz > 0,Vt. G, = diag(1, G,), onde

_ | cos(2mr/12)  sin(2mr/12)

,r=1,2.
—sin(2ntr/12) cos(2mr/12)

2y

Vale a pena mencionar que também ajustamos a funcdo em (4.2b), mas os resultados foram
menos satisfatérios do que com a fun¢do em (4.2a), quando consideramos a bondade de ajuste
de cada modelo. Realizamos a comparagdo dos modelos usando os seguintes critérios: (i) DIC
(abreviagdo do inglés Deviance Information Criterion), proposto por Spiegelhalter et al. (2001); (ii)
EPD (abreviacdo do inglés Expected Predictive Deviation), proposto por Gelfand & Ghosh (1998);
(iii) erros quadraticos médios (MSE); e (iv) erros absolutos médios (MAE). Em todos os casos,
quanto menor é o valor do critério, melhor é o ajuste do modelo. Ressaltamos que utilizamos a
mesma amostra de chuva para toda a bacia (X) para rodar os algoritmos MCMC para a vazao (Y);
logo, nossa selecdo de modelos é realizada de forma condicional a X;. A tabela 4.2 (colunas 4,7,8 e
9) mostra os valores do DIC, EPD, considerando uma perda quadratica, MSE e MAE, obtidos para
cada uma das cinco especificagdes acima mencionadas utilizando as primeiras 221 observacoes.
Duas conclusdes podem ser extraidas: primeiro, todos os critérios sugerem a escolha da distri-
buicdo gama (esta conclusdo ndo é valida quando consideramos as colunas 10 e 11); segundo, a
especificacdo (e) fornece os melhores resultados em termos de ajuste.

Nosso modelo final para a vazdo, entdo, utiliza uma distribuigdo gama para a resposta, com
um fluxo base estatico, uma func¢ado de transferéncia estocéstica e um efeito instantdneo da chuva
evoluindo no tempo seguindo uma tendéncia constante e um efeito sazonal representado por dois
harmonicos. Na figuras 4.6(a) e 4.6(b) mostramos os histogramas das amostras das distribui¢des
a posteriori de a e p, respectivamente. Na figura 4.6(a) observamos que a média a posteriori de «
é 4,84, indicando que o fluxo base médio na regido, durante o periodo observado, foi de 126,46
m?3/s. Da figura 4.6(b) concluimos que o fator de recarga da regido é em média igual a 0, 64 e varia
entre 0,57 e 0,71, que corresponde ao intervalo de 95% de credibilidade a posteriori. A figura
4.6(c) mostra a evolucdo no tempo do efeito instantdneo da chuva, y;X;. Vale a pena lembrar que
no modelo selecionado, y; ¢ um vetor de dimensao 5, onde a primeira componente corresponde a

tendéncia e as tltimas 4 correspondem aos 2 harmonicos considerados. A figura 4.6(d) mostra a
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Tabela 4.2: Critérios de comparacdo de modelos para 5 especificacdes alternativas de (4.9a)-(4.9¢): DIC,
EPD, Erro Quadratico Médio (MSE) e Erro Absoluto Médio (MAE).

Modelo | D pd DIC | Ajuste  Penalidade EPD | MSE®  MAE* | MSE®  MAE®
Distribuicdo log-normal para Vazao (Y})
(a) 1917,6 27,7 1945,3 103475 94948 198423 429,1 14,9 1366,9 27,5
(b) 1733,0 99,9 1833,0 58577 33096 91674 149,9 7,4 1359,3 26,8
(c) 1799,8 50,0 1849,9 65485 64745 130231 292,1 10,3 20584 27,5
(d) 1757,5 86,3 1843,9 62068 40870 102939 186,5 8,4 1588,6 25,7
(e) 1887,2 120,1 2007,3 125683 60749 186433 274,2 9,7 1596,4 26,2
Distribuicdo gama para Vazao (Y})
(a) 1917,8 16,8 1934,6 103157 94412 197570 427,5 14,8 1398,6 26,5
(b) 1718,6 110,5 1829,1 55038 29476 84514 134,3 7,0 1119,6 26,0
(c) 1810,7 27,3 1838,1 73879 61528 135407 280,2 10,0 2078,2 28,0
(d) 1722,9 108,6 1831,6 56077 30525 86602 139,0 7,2 1434,8 26,8
(e) 1679,5 138,3 1817,9 50692 19764 70457 88,8 5,6 1583,0 26,5

2 Com valores ajustado (dentro da amostra: 221 meses),

b Com valores preditos (fora da amostra: tltimos 21 meses).

trajetéria da primeira componente de y;. Nela observamos que o efeito instantdneo da chuva (livre
de efeitos sazonais) foi sempre significativo (diferente de zero) e seu valor variou entre 0,03 e 0, 05
na maior parte do periodo. Observamos também que este efeito exibe uma tendéncia decrescente

nos ultimos meses.
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Figura 4.6: Parametros associados a (4.9a)-(4.9¢), especificagio (e) e resposta gama.

Uma das vantagens da abordagem bayesiana é que ao final do processo de inferéncia con-

tamos com uma amostra de todas as distribuigdes a posteriori dos pardmetros dos modelos e,
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portanto, a partir delas, é simples realizar inferéncia sobre fun¢des desses parametros. A fungao
resposta-impulso é um dos resultados mais importantes da classe de modelos que propomos ajus-
tar a vazdo. Esta func¢do indica qual é a intensidade da resposta da vazdo e o tempo de duragéo
do efeito de um “impulso” (ocorréncia) de chuva. Com base nas amostras a posteriori de y e p,
construimos a fungdo resposta-impulso que é apresentada na figura 4.7(a). Nessa figura conside-
ramos auséncia de chuva ao longo de 26 periodos, exceto no instante t = 5. J& na figura 4.7(b)
consideramos como entrada os primeiros valores observados de precipita¢do na bacia. Em ambas
figuras, os pontos em cinza correspondem a amostra a posteriori de cada fungdo estudada e as
linhas pontilhadas representam o intervalo de 95% de credibilidade da fungdo resposta-impulso
obtida.
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Figura 4.7: Fun¢ado Resposta-Impulso da Vazdo. A linha sélida representa a média e as linhas pontilhadas

o intervalo de 95% de credibilidade a posteriori.

A figura 4.8(a) mostra os valores ajustados para os primeiros 221 meses da série temporal de
vazdo. Observamos que todos os valores reais estdo dentro do intervalo de 95% de credibilidade,
indicando boa qualidade de ajuste. Contudo, observamos também que as maiores vazdes (acima
de 300 m3/s) estdo sempre muito préximas do limite superior do intervalo, o que sugere que para
um melhor ajuste; esses valores podem ser modelados por uma distribui¢do de valores extremos.
O problema do ajuste para esta cauda superior é observado também no Q-Q plot entre os valores

reais e a média a posteriori da distribuigdo preditiva mostrado na figura 4.8(b).
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Figura 4.8: Valores ajustados de vazao, usando o modelo (4.9a)-(4.9¢). A linha sélida representa a média e
as linhas pontilhadas os limites do intervalo de 95% de credibilidade. Os + correspondem aos

valores observados.

4.5.4 Interpolacdes Espaciais e Previsdes Temporais

Um tépico importante relacionado a este trabalho é que os resultados do ajuste e as previsdes dos
modelos de chuva-vazdo obtidos usando a abordagem bayesiana podem ser utilizados na area
de hidrologia sintética. Como ressaltado por Rios-Insua et al. (2002), a amostra da distribuigdo
preditiva pode ser utilizada para gerar seqiiencias de observag¢des que imitem o comportamento
de alguns fendmenos, o que é de grande utilidade para os engenheiros. Conseqiientemente, boas
interpolagdes espaciais e previsdes no tempo sdo importantes para auxiliar outras dreas da hidrolo-
gia.

Com a finalidade de avaliar as interpolacdes e previsdes obtidas com nossos modelos, deix-
amos de fora da amostra as tltimas 21 observagoes. Utilizamos a distribuicdo preditiva da chuva
para estimé-la em cada estagdo monitoradora. Também, como mencionamos na sec¢do 4.4, a cada
iteragdo do MCMC, usamos a distribui¢do preditiva da chuva para calcular a chuva na bacia toda
e com este resultado, prever a vazdo. Como pode ser observado na tabela 4.2 (colunas 10 e 11),
a especificagdo selecionada para o modelo de vazao (distribui¢do gama (e)) ndo necessariamente
apresenta os menores erros quadratico e absoluto para as observagdes que ficaram fora da amostra.

Contudo, utilizamos o mesmo modelo porque os valores do MAE sao muito parecidos entre todos
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os modelos considerados. A figura 4.9(a) mostra as previsdes temporais obtidas para trés estagdes

pluviométricas, a previsdo temporal para a chuva na regido é apresentada na figura 4.9(b) e os

valores preditos para a vazdo estdo representados na figura 4.9(c). Observamos que quase todos

os valores reais estdo dentro do intervalo de 95% de credibilidade obtido com nossa abordagem.
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Figura 4.9: Valores previstos de chuva e vazao. Média (linha s6lida) e intervalo 95% (linhas pontilhadas)

das distribui¢des preditivas. +: em (a) e (c) correspondem aos valores observados, em (b) corres-

pondem aos valores calculados com o método Thiessen.

4.6 Consideragoes Finais

O desafio principal deste trabalho consistiu em realizar uma modelagem conjunta de duas varidveis

hidrolégicas: chuva e vazdo, levando em conta toda a incerteza associada a ambos os processos

e respeitando as formas de medig¢do no espaco de cada uma. A abordagem aqui proposta é um

marco bastante amplo e flexivel para levar a cabo esta tarefa. Partimos de alguns modelos indivi-

duais (seja somente para chuva ou somente para vazao), previamente estabelecidos na literatura,
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que permitem uma interpretagao fisica dos parametros envolvidos e, também, o ajuste dos dados
nas suas escalas originais. Além da ateng¢do prestada a formulagdo do modelo conjunto, cuidamos
da eficiéncia do algoritmo MCMC. Nossa proposta é ajustar modelos de func¢do de transferéncia
ndo normais (em particular, usar a distribui¢do gama para modelar dados de vazao) usando o
esquema CUBS pois é facil de implementar e contribui para diminuir o tempo computacional de-
mandado. Embora ndo tenha sido mostrado aqui, vale a pena ressaltar que, sob o ponto de vista
bayesiano, o tratamento dos dados faltantes é bastante simples pois eles podem ser considerados
como pardmetros do modelo e estimados dentro do algoritmo MCMC. Conseqiientemente, nossa
abordagem é uma ferramenta bastante promissdria para a andlise da relacdo chuva-vazao.

Uma extensao natural aos modelos aqui propostos ¢é a inclusdo no modelo de alguma variavel
que fornega informagao sobre a vegetagdo na regido sob estudo. A vegeta¢do basicamente controla
0s processos de evaporagdo e interceptacdo, duas componentes importantes da equagdo de balango
hidrico.

Algumas das alternativas naturais aos modelos aqui utilizados sdo: ajustar outras fungdes de
transferéncia para a vazao e outras fung¢des de correlacdo espacial para a chuva. Uma extensao bas-
tante interessante é a modelagem hierdrquica (modelos dindmicos hierdrquicos como em Gamer-
man & Migon (1993)) aplicada a vdrias séries temporais de vazdo. Esta proposta pode ser utilizada
em bacias com caracteristicas geoldgicas e climatolégicas bastante parecidas. Além disso, podem
ser considerados modelos lineares para ambos parametros da distribui¢do gama, como em Capkun
et al. (2001).

Finalmente, os resultados obtidos pela nossa abordagem fornecem uma das entradas mais im-
portantes do problema de decisdo de manejo de reservatérios (como em Rios-Insua et al. (1997)),

que é um dos nossos tépicos de pesquisa atual.

4.7 Apéndice: Verossimilhanca - Mudanca de Suporte

Sejam Y = (Yy,..., Y1), X = (Xy,..., X71) e X(s) = (X1(s),...,X7(s))’, onde s = (sy,...,55). Temos
também X;(s) = (Xi(s1),..., Xi(ss)) e X(si) = (X1(si), ..., Xr(si)),si € B,i =1,...,5. A distribui¢do
conjunta de Y e X(s) é dada por

p(Y, X(s)®) = f p(Y, X|X(s), Op(X(s)®) dX = f p(YIX, X(s), Oy) p(X, X(s)I®x) dX,

~— ——— — ————
dados observados nao observado aproximagdo MC

onde O = (Oy, Ox). Estritamente falando, a distribui¢do conjunta dos dados observados estd dada

por p(Y, X(s)|®) e X faz o papel de uma varidvel latente. Uma das vantagens do uso de métodos
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MCMC é que podemos amostrar de p(Y, X, X;(s)|®) e considerar que as amostras de Y e Xy(s)
provém da distribui¢do marginal conjunta de ambas varidveis. Logo, vamos nos preocupar com a

distribui¢do p(Y, X, X(s)|®), que para um ¢t fixo é dada por
p(Ye, Xi, Xi(5)I®) = p(YilXy, Xi(s), Oy)p(Xt, Xi(5)|Ox). (4.11)
Voltamos agora nossa atencdo para p(Xt, X¢(s)|®x). Lembrando que
X; = B! fB Xy(s)ds, (4.12)

ou seja, X; é uma “funcao” de X;(s), temos que a distribuigdo preditiva de X; é

pXilXi(s)) = | p(XelXi(s), Ox) p(OxIX(s)) dOx. (4.13)
| |
preditiva posteriori

Os momentos de p(X;|X:(s)) em (4.13) envolvem integrais com relagido a s. Por exemplo, supondo

que a distribuicdo conjunta de X; e X;(s) é normal, temos que

E(X|®x) = [B|™’ fB E(X(s)|®x)ds. (4.14)

A proposta de Gelfand et al. (2001) é aproximar esses momentos por integragdo de Monte Carlo.

Isto implica aproximar

P((Xt, Xi(9))'1Ox) = p((Xe, Xi(5)) 1©x), (4.15)

onde o “chapéu” (") denota uma integracdo de Monte Carlo e

Sp
s 1 &, .
Xf:%;Xf(Si) i=1,...,Sp (4.16)

Segundo Gelfand et al. (2001), (4.15) implica que a densidade conjunta aproximada de X; e X(s)
é exatamente igual & densidade conjunta de X e X¢(s) e, na pratica, X; é o valor amostrado. Os

autores afirmam que X; —° X; se X;(s) é um processo almost surely continuous.
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4.8 Apéndice: Postos Fluviométricos e Pluviométricos

Tabela 4.3: Postos Fluviométricos e Pluviométricos utilizados

Posto Tipo Codigo ANA Latitude (graus) Longitude (graus) Altitude (m)
Tagua Fluviométrica 46650000 -11,721 -44,502 459
S30 Sebastido Pluviométrica 1144014 -11,984 -44,711 447
Fazenda Coqueiro  Pluviométrica 1244019 -12,389 -44 932 502
Barreiras Pluviométrica 1244011 -11,154 -45,009 444
Nova Vida Pluviométrica 1145014 -11,853 -45,122 458
Fazenda Redencdo Pluviométrica 1245004 -12,135 -45,104 490
Sitio Grande Pluviométrica 1245007 -12,431 -45,086 512
Derocal Pluviométrica 1245005 -12,411 -45,120 502
Ponte Serafim Pluviométrica 1145013 -11,896 -45,612 713
Roda Velha Pluviométrica 1245015 -12,765 -45,944 761

2 ANA = Agéncia Nacional de Aguas.
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Capitulo 5

MODELAGEM DE MULTIPLAS SERIES DE VAZAO

A estimagdo e previsdo da vazdo em vérios pontos de uma bacia é importante na determina-
¢do das dimensdes de trabalhos hidrdulicos, na avaliagdo de riscos, na irrigagdo de campos, no
abastecimento de dgua, na operagdo 6tima de reservatorios, entre outros. Neste capitulo apresen-

tamos uma estratégia de modelagem conjunta de varias séries temporais de vazéo.

5.1 Colocagdao do Problema

Em alguns casos, dispomos de dados de postos fluviométricos cujas dreas de drenagem estdo en-
caixadas, isto é, os postos estdo localizados no curso do mesmo rio e, portanto, as 4reas de dre-
nagem das sub-bacias correspondentes a cada um deles aumentam numa dire¢do determinada
(seguindo o fluxo das dguas). Na bacia do Rio Grande (BA) temos um exemplo desta situagéo.
A figura 5.1 mostra a localizagdo de varios postos fluviométricos; em particular vamos trabalhar
com: 46650000=Tagud, 46550000=Barreiras e 46543000=Redencdo. Observamos que a 4rea de dre-
nagem de Redencdo estd totalmente contida na 4rea de drenagem de Barreiras, que por sua vez
estd contida na drea de drenagem de Tagud. Devido a localizagdo destes postos, a vazao mensal
medida em Redencdo sempre serd menor que a vazdo medida em Barreiras, que por sua vez sera
menor que a medida em Tagud. Isto se deve ao fato do fluxo das dguas nessa regido mover-se de
oeste a leste e, portanto, podemos assumir que a vazao observada no primeiro posto (Redengédo)
fornece informacao sobre a vazdo nos dois seguintes. Cabe ressaltar que esta informagdo depen-
dera da distancia entre os postos e o tempo que demora (lag) o percurso das dguas. Esta situagdo
nos leva a pensar na modelagem conjunta condicional das séries temporais de vazdo. A segdo

seguinte descreve esta abordagem.

5.2 Modelo conjunto proposto

Suponha que dispomos de M séries temporais de vazao observadas durante T periodos de tempo.
Se Y} denota a vazédo observada na bacia m e tempo ¢, Y; € um vetor de dimensao M, que denota

todos os dados de vazdo observados no tempo ¢, ou seja, Y; = (Ytl, ..l Yf/l)’. O nosso objetivo é
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Figura 5.1: Hidrografia e Sub-Bacias do Rio Grande. Os postos fluviométricos utilizados sao: A=Tagua,

B=Barreiras e C=Faz. Redencao

modelar Y; levando em conta as interagdes entre suas componentes e/ou explicar o0 movimento
comum entre elas.

Suponha que Y; ~ p(u,, L), onde y, é um vetor M X 1 que define a posigdo e X a uma matriz
M x M cujos elementos sdo as varidncias e covaridncias de Y;. Vdrias especificacdes podem ser
dadas para y, e X. Por exemplo, na andlise de séries temporais multivariadas é bastante comum
o uso de modelos auto-regressivos vetoriais (VAR), onde y, depende dos valores passados de Y},
ou de modelos de regressdo onde u, depende de covaridveis independentes. Mas também pode
existir uma dependéncia entre os elementos de y,, por exemplo, " pode depender de u"~!. Neste
altimo caso temos que p(Y) admite uma representacdo condicional. Em outras palavras, no tempo
t, a distribuicdo conjunta p(Y;), condicionada a um vetor de pardmetros 0, pode ser fatorada da

maneira seguinte:
p(Yi0) = p(YMYM, 0)p(YMYM2, 0) - - p(Y?IY], O)p(Y}, 0), (5.1)

onde p(Y}") é a distribuicdo de Y}",i = 1,...,M. Esta representagdo condicional permite que o

problema multivariado seja tratado como varios problemas univariados. Royle & Berliner (1999),
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Berliner (2000) e Gelfand et al. (2004) discutem esta abordagem num contexto espago-temporal

bastante geral.

5.2.1 Especificacio Condicional

A abordagem proposta na se¢do 4.3 pode ser naturalmente estendida para modelar multiplas séries
temporais de vazdo conjuntamente. Sem perda de generalidade, suponha que temos duas bacias
AeB, taisque A D Be YA > YB, Vt. A distribuigdo conjunta de Y4 e Y?, condicionadas a 6, pode
ser representada por

p(Y7,Y710) = p(Y Y], 0)p(Y716). (5.2)

Dado que a vazdo é uma varidvel continua definida nos reais positivos, ¢ comum assumir que Y}
segue uma distribuigdo log-normal ou gama. E muito importante ressaltar que a ordem do condi-
cionamento das varidveis deve respeitar o fluxo das dguas na regido sob estudo. Especificamente,
nos modelos aqui apresentados, vamos considerar que o nivel de vazdo na bacia “menor”, neste
caso B, fornece informacdo sobre o nivel da bacia “maior”, neste caso A e, portanto, Yf, ou uma

fungao dela, deve entrar no modelo como regressor no valor esperado de Y£.

5.2.2 Efeito da Chuva: funcdo de transferéncia

Dado que a vazao depende diretamente da precipitacdo, o modelo proposto inclui também o vo-
lume acumulado de chuva que cai nas (sub-)bacias sob estudo. Sejam X}" e [m| o volume de chuva
acumulado e a 4rea (por exemplo, em km?,) da bacia m, respectivamente. O volume total de chuva
que cai na bacia m no instante de tempo t é dado por |m|X". E importante observar que X" re-
presenta a chuva média correspondente a toda a drea de drenagem associada a m, ou seja é uma
medida de 4rea (conglomerado). Contudo, a chuva normalmente é medida em vérios postos plu-
viométricos (localizagdes) dentro de uma bacia, isto é, ¢ uma medida pontual e usualmente de-
notada por X;(s). Em conseqiiéncia, para obter X}" é necessario realizar uma mudanga de suporte
(Gelfand et al., 2001). A mudanga de suporte serd descrita em detalhe na segdo 5.4.1.

O volume de chuva que deve ser utilizado para modelar a vazao de cada sub-bacia, como em
(5.1), é aquele que influencia diretamente somente o nivel de vazado da respectiva sub-bacia. Tendo
em conta este fato, a distribui¢do conjunta das duas séries de vazao, Yf‘ e Yf , considerando a chuva,
é dada por

p(Y P, XP, @p(YFIXE, @), (5.3)
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onde Xle = XtA - Xf é a diferenca entre a chuva total da sub-bacia A e da sub-bacia B. Em (5.3) as
areas das bacias ndo estdo explicitadas somente para simplificar a notagdo. Em (5.3) observamos
que YtB é modelada de forma condicional a Xf, a chuva acumulada total de B. Mas a chuva uti-
lizada para modelar Y4 ¢ Xf'B , fato que se justifica facilmente porque a chuva que cai sobre B afeta
Y4 através de YP. Verifica-se também que X{ = Xf'B +XB.

Nossa proposta considera também realizar a modelagem conjunta das séries de vazdo e chuva
de varias bacias, usando a representagdo condicional que respeite a ordem “natural” das bacias.

No caso de duas bacias, a nossa proposta é modelar
p(Y2, Y7, X1, X710) = p(YAIY?E, X2, XP, @)p(YPIX], @)p(X{, X{18), (5.4)

onde p(X}") é a distribuicdo preditiva de X}". Duas das principais caracteristicas do modelo em
(5.4) sdo: (1) permite fazer inferéncia e previsdo sobre a vazado (e eventos relacionados a ela) em
vérias localiza¢des de uma mesma bacia, e (2) permite levar em conta a incerteza associada a todo
0 processo chuva-vazao.

O modelo formulado na segdo 4.3 continua valido, mas agora o calculo das chuvas de 4rea
(mudanga de suporte) deve ser sobre grades que respeitem os limites das sub-bacias, em particular,
se assumimos que p(Y") é uma distribui¢do log-normal com pardmetros u" e 02, e representamos a
relagdo entre Y}" e X}" mediante uma fungao de transferéncia de primeira ordem, como a apresen-
tada em (4.9¢). Além disso, acreditamos que é possivel utilizar um tinico modelo espago-temporal

para obter a distribuicdo preditiva de X” e X®. Dado a que A e B estdo contidas numa mesma bacia

(neste exemplo, A), temos:

Yf‘lYiB ~ log-normal(‘ule, GilB), t=1,...,T (5.5a)
Yf ~ log-normal(‘uf ,0123), (5.5b)
onde
yf'B = B 4 B log(YB) + Ef"B (5.6a)
uB = P +EB (5.6b)
E' = p"E', +y"X{"Iml +w] w"~N(,Wy,), m=AB,B, (5.6¢0)

onde |m| denota a drea da sub-bacia m e é multiplicada por X" em (5.6¢) para representar o volume
acumulado de chuva na area de drenagem correspondente. Se m = Al|B, Xf'B e |A|B| denotam a

chuva e é a drea de drenagem de Tagua sem incluir a drea de drenagem de Barreiras. Em (5.5)
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assumimos a mesma forma funcional para a fun¢do de transferéncia nas duas sub-bacias. Porém,
esta ndo é uma restri¢do do modelo, ja que uma forma funcional diferente para cada sub-bacia

pode ser adotada.

5.3 Procedimento de Inferéncia

A representacdo condicional em (5.5) tem a atrativa caracteristica de produzir uma fatoriza¢do do
modelo bivariado em 2 modelos univariados que podem ser ajustados separadamente. Este fato

pode ser visto ao analisar a verossimilhanga:

p(Y10) =

T
t=1

T T
pxile) = [ [ vt 04 [ T prfie?), (57)
t=1 t=1

onde 0 = (SAIB, BB). Em particular, 048 = {a?IB, nA|B, pA|B, yA|B, Was, (7124|B} e 0P = {a?, pB, j/B, Wi, G%}.
Para completar o modelo, de acordo com o paradigma bayesiano, podemos assumir que, a priori,
todos os pardmetros sao independentes e que, para m = A|B, B: a™ e P seguem uma distribuigio
normal com média zero e variancia 103, N(0, 103), p" segue uma distribui¢do uniforme entre O e 1,
U[0,1],e, Wy, e afn seguem uma distribuicdo gama invertida com ambos pardmetros iguais a 0,01,
IG(1072;1072).

Se p(0) denota a distribui¢do a priori de 0, vamos utilizar métodos MCMC (Gamerman &

Lopes, 2006) para obter amostras da distribuigdo a posteriori:

T T T
pOIY) = [ [ pvido)p(0) = [ [ p(rivE, 04 )p(o"®) [ [ p(xF16%)p(6P). (538)
t=1 =1 t=1

A idéia é ajustar partes independentes do modelo, de forma seqiiencial. A vantagem do uso de
métodos MCMC é que em cada etapa, para cada pardmetro, obtemos uma amostra da posteriori
que pode ser utilizada como “entrada” para modelos condicionados a eles.

No caso do modelo conjunto em (5.5), um procedimento a seguir é:

(1). Ajustar um modelo espaco-temporal para a chuva, X(s), observada em S localiza¢ées da bacia
A(ADB).

(2). Obter as amostras da chuva em cada sub-bacia, X4 e X?, e calcular X4 = XA -X5, a partir da

amostra preditiva de X(s), gerada no passo (1), para cada ponto das grades de interpolagao.

(3). Ajustar um modelo chuva-vazdo para YB, usando como X® a cadeia gerada no passo (2).
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(4). Ajustar um modelo chuva-vazio para Y*, usando como Y® a cadeia gerada no passo (3), e

como X8, a cadeia gerada no passo (2).

O algoritmo apresentado na segdo B.2 pode ser utilizado para o modelo de Y®, mas para o
modelos de Y4|Y® ¢ necessario fazer a modificacdo a seguir. A geracao de amostras de a!F e 1B
deve ser realizada em bloco diretamente da sua distribui¢do a posteriori conjunta, uma normal
bivariada. Este passo é necessdrio pois ambos pardmetros sdo altamente correlacionados e passos

individuais de amostragem sdo ineficientes para a identificagdo das regides de maior massa de

probabilidade.

5.4 Aplicacao

Com a finalidade de ilustrar o modelo condicional descrito na se¢do anterior, utilizamos dados
fornecidos pelo Laboratério de Hidrologia da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFR]).
Trata-se de séries histéricas obtidas apds procedimentos de consisténcia e sem observagdes fal-
tantes, de dados mensais de vazdo entre agosto de 1984 e setembro de 2004 (242 meses), de trés (3)
postos fluviométricos e nove (9) postos pluviométricos localizados na bacia do Rio Grande (BA).
A figura 5.2 mostra a localizagdo dos postos e a figura 5.3 mostra as 3 séries temporais de vazao
(em mm3/s) e 3 séries de chuva (em mm). A localizagdo e 4rea de drenagem correspondentes a
cada posto fluviométrico sdo apresentados na tabela 5.1. Observamos que a area de drenagem
total correspondente ao posto Tagua (A) é 34250 km? e que as sub-bacias Barreiras (B) e Redengao
(C) tém é&reas de 23250 e 5185 km?, respectivamente. Evidentemente, as dreas de drenagem sdo tais

que Tagua D Barreiras D Redengdo (A D B O C).

5.4.1 Modelando a Chuva

Seja {Xi(si) : si € B C R%i =1,...,5;t = 1,...,T} um realizacdo do campo aleatdrio espacial
{Xi(s):se BcR%t=1,2,...}. Neste capitulo, X;(s;) é a precipitagdo na localizagdo s; e tempo t, S é

o ntmero de esta¢des pluviométricas e T é o tamanho das séries temporais disponiveis. O modelo
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espago-temporal sugerido em Sansé & Guenni (2000) pode ser ajustado para X;(s;). Assim,

wi(si)P  sewi(s;) >0

Xi(si) = i=1,...,S (5.9a)
0 se wi(s;)) <0

wr =z + Vv v ~ Ns(0, 721) (5.9b)

2z =F 0O+ € € ~ N5(0,0%V;) (5.9¢)

0: =GO + & & ~ Ni(0, Wy), (5.9d)

onde wy(s) é uma varidvel gaussiana latente associada a X;(s), f € uma poténcia desconhecida, w;
é um vetor de dimensdo S que aloca as observagdes das S localizagdes correspondentes ao tempo
t, 721 é o efeito pepita, 0> > 0 e V; € R>. V; captura a correlagéo espacial e tem elementos: Vij =
exp(—/\dij), ou seja assumimos uma correlacdo com decaimento exponencial onde A controla a taxa
de decaimento, A > 0 e d;; é a distancia euclideana entre as localizagGes s; e s;. As equagdes (5.9c)-
(5.9d) correspondem a um modelo dindmico normal multivariado tal que F' € R, G e Rk e 0 ¢
Rk, Os elementos de 0 sdo tais que 0; = (01, 0r2)’, onde 041 é um sub-vetor que descreve a tendéncia
espacial e Oy, descreve os efeitos sazonais. Se, em particular (com base nos resultados apresentados
na secao 4.5.3), consideramos um intercepto e um efeito linear da longitude na tendéncia espacial
e dois harmonicos de Fourier para representar o padrdo sazonal, a dimensdo de 0; é k = 6, F; é
um vetor com componentes: (1,longitude(s;),1,0,1,0)" e G = diag(G1, G2), onde G; é uma matriz

cos(2mtr/12)  sin(2mr/12)

identidade de ordem 2 e G, tem blocos diagonais G, = ,r=1,2.
—sin(2mtr/12) cos(2mr/12)

Para estimar a chuva em cada sub-bacia ou drea de drenagem associada a cada medicao de
vazdo é preciso fazer a troca de suporte (Gelfand et al., 2001). Esta troca consiste em obter estima-

tivas para dreas, a partir de dados pontuais, resolvendo a seguinte integral

X} = 1 f Xi(s)ds VYsem, (5.10)
Im| Jn

onde X" denota a chuva no tempo ¢ e |m| denota a drea da bacia m. Na prética, a integral em (5.10)
é aproximada por
X~ 1\%1 ;Xt(si) i=1,...,Np, (5.11)
onde N, denota o niimero de pontos de uma grade de interpolagdo construida dentro dos limites
da bacia m e X;(i) é o valor predito de chuva para a localizagéo s; dessa grade.
No caso da bacia do Rio Grande, construimos uma grade (regular) de 63 pontos localizados

dentro dos limites da 4rea de drenagem associada ao posto Tagua (A). Classificamos esses pontos
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em trés grupos segundo sua localizagdo geografica, isto €, dividimos a grade segundo os limites
das sub-bacias da regido. Ao final ficamos com 19 pontos dentro de Tagua, N4 = 19, 34 dentro
de Barreiras, Npc = 34, e o restante (10) dentro de Redencdo, N¢ = 10. A figura 5.2 mostra a grade
de interpolacdo e a divisdo segundo as sub-bacias. Lembrando que as sub-bacias estdo encaixadas
(Najp + Npic + Nc = 63), fica evidente que os pontos da grade de Redengdo podem ser utilizados
para uma andlise individual de Barreiras (Np = Npic + Nc) e os pontos de Redengédo e Barreiras

podem ser utilizados para uma analise individual de Tagud (N4 = N4z + Np).

8~ O A'=A-B: Tagua

o O B'= B-C: Barreiras
- B C'=C: Redencéo

o

D

oa

D

1 ‘

ITRIN

: |||“|| R ||||||

- d i ol o |||| 1 'll‘l | ‘I |‘| l ‘“

maTnmmmm wh

7 ,Jil\‘u FYYEYITYRTYYReIY 'y
1985 1986 1988 1990 1992 1993 1995 1997 1999 2000 2002

Figura 5.4: Média a posteriori estimada para a chuva acumulada por sub-bacia. Cada barra representa a
chuva na bacia total. As cores representam a quantidade de chuva estimada para cada sub-bacia

a partir das grades mostradas na figura 5.2

De forma similar ao capitulo 4, ajustamos o modelo espago-temporal em (5.9) aos dados das
9 estagdes pluviométricas disponiveis e obtivemos amostras da distribui¢do preditiva da chuva
para cada ponto da grade construida. A partir dai, utilizamos a aproximagdo em (5.11) nas trés
grades. O resultado deste processo é apresentado na figura 5.4. Nessa figura temos que cada barra
corresponde a média (a posteriori) da precipitacdo num més na bacia toda. Cada barra estd sub-

dividida em trés partes, cada parte corresponde a chuva numa sub-bacia. Observamos que a parte
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correspondente a Barreiras é a maior, como era esperado.

5.4.2 Modelando a Vazao

Ap0s obter as estimativas de drea da chuva em cada sub-bacia, ajustamos o modelo conjunto das

trés séries temporais de vazdo. O modelo em (5.5) estendido para o caso de trés sub-bacias é

Yf‘lldB ~ log—normal(y?lB,azzq'B) t=1,...,T (5.12a)
Ylef ~ log-normal(yflc, aélc) (5.12b)
th ~ log-normal(ytc, G%) (5.12¢)
ulP = a8 4 nABlog(YE) + EMP (5.12d)
‘quC = afI€ 4 pBIC log(Yf) + Eflc (5.12e)
us =a“ +EC (5.12f)
EY' = p"E}" | +y"X{"Im| + w}"  w}" ~ N(0, Wy,) m = A|B, B|C,C, (5.12g)

onde, da tabela 5.1, temos as seguintes areas: |A|B| = 11000 km?, |B|C| = 18065 km? e |C| = 5185 km?.

Tabela 5.1: Postos Fluviométricos utilizados

Codigo ANA Posto ADP(km?)  Latitude (graus) Longitude (graus) Altitude (m)

46650000 Tagua 34250 -11,72 -44,50 459
46550000 Barreiras 23250 -12,15 -45,01 437
46543000 Redencdo 5185 -12,14 -45,10 474

2 ANA = Agéncia Nacional de Aguas.

b AD = Area de drenagem.

Para ajustar o modelo seguimos o procedimento descrito na se¢do 5.3. Utilizamos o amostrador
de Gibbs para gerar duas cadeias paralelas de 50000 itera¢des cada uma. Para formar a amostra
da distribui¢do a posteriori, descartamos as primeiras 30000 itera¢des e guardamos valores a cada
10 iteragdes. Verificamos a convergéncia de todas as cadeias de forma visual e com auxilio da
estatistica R (Gelman & Rubin, 1992).

Na tabela 5.2 mostramos algumas estatisticas calculadas a partir das amostras das distribui¢des

a posteriori dos pardmetros do modelo em (5.5). Observamos que todos os R estao préximos de
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1, o que sugere que a convergéncia de todas as cadeias foi atingida. Observamos também que os

AIB, aBIC

fluxos base, denotados por « e a, diminuem conforme o tamanho da regido considerada
aumenta. Além disso, observamos que a média e o intervalo de 95% de credibilidade de 1?I® sao
0,99 e (0,93;1,00), respectivamente. Este resultado reflete bem a relacdo entre as vazdes em C e
B ja que toda a vazdo que passa por C deve passar por B. Entretanto, a média e o intervalo de
95% de credibilidade de I]A|B sdo 0,92 e (0,83;0,99), respectivamente. Este resultado é explicado
pela presenca de pontos de captagdo de d4gua ao longo do rio para agricultura e/ou outros usos.
Vale a pena ressaltar que nenhuma restricdo a priori foi utilizada para 7! nem 7%, porém os
intervalos de credibilidade ndo superaram o valor 1, que é o limite natural a ser imposto. Ainda
na tabela 5.2 observamos que os trés efeitos instantaneos do volume de chuva, Y™, m = A|B, B|C, C,
sdo significativos embora exista uma probabilidade de serem zero, e que o seu valor varia bastante
de uma sub-bacia a outra. Em particular, observamos que o maior y que corresponde a bacia C,
que é a menor das trés e ndo conta com informacao de vazdo de outras bacias.

Com a finalidade de ilustrar a bondade de ajuste de nosso modelo condicional, na figura (5.5)
mostramos os Q-Q plot entre os valores reais de vazao e a média a posteriori da distribui¢do pre-

ditiva obtida. Nos trés casos observamos um bom ajuste, mas com uma tendéncia a ser pior na

sub-bacia maior (A=Tagud).
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Figura 5.5: Valores ajustados de vazao, usando o modelo condicional.

Na tabela 5.3 apresentamos as varidncias (varidncia da distribui¢do normal e pardmetro de
escala na distribui¢do log-normal), covaridncias e correlagdes incondicionais estimadas, entre as

séries de vazao, obtidas a partir do modelo conjunto. As férmulas utilizadas para o calculo destes
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Tabela 5.2: Estatisticas a posteriori associadas com os parimetros no modelo conjunto condicional

Parametro média d.p. 2,5% 25% 50% 75% 97,5% R
A|B = Tagua | Barreiras
a’B 1,151 0,190 0,812 1,022 1,142 1,276 1,538 1,008
B 0,915 0,043 0,827 0,887 0,916 0,945 0,992 1,010
pA'B 0,510 0,196 0,037 0,387 0,533 0,658 0,829 1,001
yA'B 0,025 0,016 -0,005 0,014 0,024 0,035 0,059 1,001
WaB 0,003 0,002 0,001 0,002 0,003 0,004 0,008 1,015
‘7/24|B 0,007 0,002 0,003 0,006 0,007 0,009 0,012 1,040
B|C = Barreiras | Reden¢io
aBIc 0,587 0,111 0,388 0,507 0,581 0,654 0,814 1,006
r]B|C 0,989 0,029 0,931 0,971 0,990 1,009 1,040 1,006
pB|C 0,743 0,092 0,526 0,692 0,752 0,806 0,900 1,004
yBIC 0,005 0,004 -0,002 0,003 0,005 0,008 0,013 1,001
Wpic 0,003 0,001 0,001 0,002 0,002 0,003 0,005 1,005
U%IC 0,004 0,001 0,001 0,003 0,004 0,005 0,007 1,068
C = Redengido
at 3,543 0,025 3,492 3,525 3,544 3,561 3,590 1,014
pC 0,594 0,028 0,539 0,575 0,594 0,613 0,646 1,027
yc 1,645 0,074 1,496 1,597 1,645 1,696 1,786 1,001
We 0,005 0,001 0,003 0,005 0,005 0,006 0,008 1,010
aé 0,002 0,001 0,001 0,002 0,002 0,003 0,004 1,107

parametros sdo apresentadas na se¢do 5.6. Vale a pena ressaltar que estas estimativas foram obtidas

a partir das amostras das distribuigdes a posterioris dos pardmetros, obtidas com o MCMC. Por-

tanto, dispomos de uma amostra completa dessas quantidades e algumas estatisticas calculadas a

partir dessas amostras sdo apresentadas na tabela 5.3. Observamos que as varidncias aumentam

conforme aumenta o tamanho da bacia, resultado que era esperado pois cada bacia leva embutida

a incerteza associada as bacias menores. Observamos, também, a alta correlacdo existente entre as

séries: 0,75 entre YA e Y&, 0,63 entre Y2 e YC e 0,47 entre Y4 e YE.

Para fins de comparagdo, na tabela 5.4 apresentamos o resultado do ajuste de modelos univaria-

dos independentes para as sub-bacias Tagud (A) e Barreiras (B). Os modelos ajustados consistem
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Tabela 5.3: Varidncia, Covariancia e Correlacdo entre as trés séries de vazio, a partir do modelo conjunto

Parametro média d.p. 2,5% 25% 50% 75% 97,5% R
Parametros na escala logaritmica (na distribui¢do normal)
- Variancias
o5 0,0391 0,0065 0,0304 0,0355 0,0386 0,0422 0,0498 1,0156
0% 0,0265 0,0070 0,0205 0,0239 0,0259 0,0283 0,0351 1,0194
0(2: 0,0107 0,0013 0,0085 0,0098 0,0106 0,0115 0,0137 1,0005
- Covariancias
OAB 0,0242 0,0059 0,0189 0,0218 0,0237 0,0259 0,0321 1,0170
OBC 0,0106 0,0014 0,0083 0,0097 0,0105 0,0114 0,0137 1,0008
OAC 0,0097 0,0014 0,0074 0,0087 0,0096 0,0106 0,0129 1,0028

Correlagdes na escala original (na distribuicdo log-normal)
Corr[Y4, YB] 0,7500 0,0508 0,6484 0,7156 0,7532 0,7847 0,8461 1,0145
Corr[YB, Y©] 0,6303 0,0548 0,5266 0,5938 0,6305 0,6687 0,7327 1,0140
Corr[Y4,Y€] 0,4732 0,0545 0,3777 0,4342 0,4704 0,5087 0,5892 1,0173

em fungdes de transferéncia de primeira ordem como em (5.6c), mas as equagdes dos valores es-

perados ndo incluem a vazdo da bacia menor. Em outra palavras ajustamos, independentemente,

u' = a"+E', m=A,B (5.13a)

EM = p"EM + "Xl +w)!,  w) ~ N, Wy), (5.13b)

onde, a diferenga de (5.6c), X|" corresponde a chuva em toda a sub-bacia. As tabelas 5.2 e 5.4 devem
ser comparadas com cuidado porque na primeira temos estimativas condicionais e na segunda
temos estimativas independentes. Por isso, vamos somente comparar as varidncias marginais
obtidas com o modelo conjunto versus as varidncias dos modelos univariados. Depois vamos
comparar algumas previsdes pontuais. As médias a posteriori de 05 e 0} apresentadas na tabela
5.4 sdo menores que aquelas da tabela 5.3. Este resultado era esperado porque mais incerteza é
levada em conta no modelo conjunto.

Na tabela 5.5 mostramos as estimativas obtidas para o valor médio (valor esperado) da vazao
em 4 instantes de tempo (t = 12,37,125,200), com o modelo multivariado e com os modelos indivi-

duais. Observamos que ambas alternativas fornecem boas estimativas, porém aquelas do modelo
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Tabela 5.4: Estatisticas a posteriori associadas com os parimetros nos modelos univariados indepen-

dentes ajustados para a vazio em Tagua (Y*') e Barreiras (Y?).

Pardmetro média d.p. 2,5% 25% 50% 75% 97,5% R

A = Tagua
at 4,7760 0,0266 4,7220 4,7586 4,7766 4,7940 4,8271 1,0350
ot 0,6766 0,0194 0,6368 0,6642 0,6779 0,6895 0,7138 1,0067
yA 0,0441 0,0015 0,0410 0,0431 0,0441 0,0451 0,0472 1,0037
Wy 0,0030 0,0008 0,0017 0,0024 0,0029 0,0034 0,0048 1,0030
oi 0,0048 0,0008 0,0033 0,0042 0,0048 0,0053 0,0066 1,0084

B = Barreiras
ab 4,0279 0,0297 3,9647 4,0087 4,0305 4,0493 4,0801 1,0382
o 0,6533 0,0243 0,6051 0,6377 0,6531 0,6701 0,6983 1,0097
yB 0,0934 0,0038 0,0858 0,0908 0,0934 0,0958 0,1009 1,0208
Wp 0,0050 0,0008 0,0036 0,0045 0,0050 0,0055 0,0068 1,0035
aé 0,0023 0,0005 0,0014 0,0019 0,0023 0,0026 0,0035 1,0117

multivariado, na maioria dos casos, podem ser consideradas mais acuradas. Temos, por exem-
plo, que para t = 37 os valores observados foram (135,51; 64,42; 38.87), as médias preditas com o
modelo conjunto foram (136, 176; 60, 576; 34,787), entretanto com os modelos individuais obtive-
mos (119, 353; 56,510; 34,787). Na tabela 5.6 mostramos algumas estimativas obtidas a partir das
amostras a posteriori dos valores replicados da vazdo em t = 35,80, 140, 200. Observamos que to-
dos os intervalos de 95% de credibilidade contém o valor real. As médias obtidas com o modelo
multivariado foram mais préximas dos valores reais do que as médias obtidas com os modelos
univariados independentes. Uma conclusdo mais geral neste sentido pode ser obtida da tabela
5.7. Nela mostramos os Erros Quadréticos Médios (MSE) e Erros Absolutos Médios (MAE) obti-
dos para cada uma das séries de vazdo observada, com o modelo multivariado condicional e com
os modelo univariados independentes. Na tabela estdo as médias dos erros correspondentes aos
primeiros 221 meses das séries, meses que foram utilizados para fazer inferéncia sobre os para-
metros (dentro da amostra). Observamos que o ajuste para Tagua (A) ficou melhor com o modelo

condicional segundo ambos critérios.
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Tabela 5.5: Estimativas médias para a média da vazio (valor esperado) com o modelo conjunto e com os
modelos univariados independentes em ¢ = 12,37, 125, 200.

Y;real  média d.p. 2,5% 25% 50% 75% 97,5% R
Modelo Multivariado

t=12

E[Y4] 155,67 136,415 3,611 129,264 134,031 136,422 138,848 143,569 1,00
E[Y?] 68,74 60,688 1,555 57,584 59,641 60,712 61,776 63,611 1,01
E[Y©] 41,45 34,850 0,876 33,121 34,233 34,869 35,457 36,505 1,01
t=37

E[Y4] 13551 136,176 3616 129,019 133,779 136,183 138,616 143,334 1,00
E[Y?] 64,42 60,576 1,557 57,462 59,524 60,604 61,670 63,496 1,00
E[Y] 38,87 34,787 0,878 33,054 34,169 34,805 35,396 36,447 1,01
t=125

E[Y4] 193,74 242,012 15,793 225,148 235,053 240,879 247,438 262,534 1,06
E[Y?] 91,91 110,046 9484 103,152 107,071 109,528 112,158 118,702 1,12
E[Y] 53,29 61,578 1,500 58,779 60,553 61,517 62,554 64,635 1,01
t =200

E[Y4] 205,73 233219 15437 217,550 226,704 232,131 238,145 252,687 1,07
E[Y?] 90,54 105,759 9,363 99,390 103,032 105266 107,722 113,848 1,12
E[Y€] 56,71 59,107 1,312 56,663 58,209 59,050 59,940 61,796 1,00

Modelos Univariados Independentes

t=12

E[Y4] 155,67 119,548 3,156 113,297 117,442 119,545 121,639 125,755 1,03
E[Y®] 68,74 56,599 1,658 53,154 55,498 56,722 57,776 59,599 1,04
E[Y] 41,45 34,926 0,886 33,222 34,324 34,919 35,503 36,800 1,01
t=237

E[Y4] 135,51 119,353 3,160 113,092 117,244 119,348 121,444 125,569 1,03
E[Y®] 64,42 56,510 1,660 53,057 55,406 56,631 57,690 59,512 1,04
E[Y] 38,87 34,787 0,878 33,054 34,169 34,805 35,396 36,447 1,01
t =125

E[Y4] 193,74 240,679 5615 230,447 236,891 240,397 244,288 251,946 1,00
E[Y®] 91,91 108,106 2,831 102,811 106,229 108,021 109,885 113,943 1,01
E[Y€] 53,29 61,521 1,494 58,860 60,457 61,434 62,511 64,750 1,00
t =200

E[Y4] 205,73 239,240 5516 229,196 235489 238944 242,822 250,235 1,00
E[Y®] 90,54 107,909 2,815 102,651 106,038 107,817 109,677 113,717 1,01
E[Y€] 56,71 59,065 1,306 56,706 58,154 58,987 59,914 61,875 1,00
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Tabela 5.6: Estimativas pontuais para o valor da vazdo com o modelo conjunto e com os modelos univa-
riados independentes em ¢ = 35, 80, 140, 200.

=

Y, real média d.p. 2,5% 25% 50% 75% 97,5%

Modelo Multivariado
t=235 149,37 154,80 17,25 125,11 142,69 153,95 164,67 194,17 1,00
t =80 241,65 240,09 27,60 192,44 220,27 237,72 257,90 300,01 1,01
t =140 184,90 190,56 22,03 153,09 175,58 189,39 203,63 239,06 1,00
t =200 205,73 205,42 23,22 161,66 190,22 204,97 220,88 253,59 1,00
Modelos Univariados Independentes
t=235 149,37 156,42 12,96 132,63 147,18 155,95 164,33 183,32 1,00
t=280 241,65 246,58 20,49 209,10 232,38 245,61 259,59 290,81 1,00
t =140 184,90 189,07 15,20 161,72 178,25 187,89 198,56 221,65 1,00
t =200 205,73 202,38 17,26 172,35 190,91 201,59 213,91 237,59 1,00

Tabela 5.7: Erro Quadratico Médio (MSE) e Erro Absoluto Médio (MAE) obtido com o modelo condicional

e os modelos univariados independentes

MSE MAE
Modelo Multivariado
A|B Tagua | Barreiras 120,684 7,025
B|C Barreiras | Redencéo 9,060 1,820
C Redencéo 2,568 1,009
Modelos Univariados Independentes
A Tagud 162,991 7,756
B Barreiras 8,047 1,652
C Redencgédo 2,568 1,009

5.5 Considerag¢oes Finais

A abordagem conjunta com fungdes de transferéncia, apresentada neste capitulo, mostrou-se bas-
tante adequada para modelar vérias séries de vazdo de bacias encaixadas. A idéia base é usar

a representacdo condicional da distribui¢do conjunta. Mostramos que as estimativas pontuais
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(média a posteriori) das séries de vazdo ficam melhores com o modelo conjunto do que com mo-
delos individuais para cada série. Mostramos também que a incorpora¢do ao modelo, da vazdo de
uma bacia menor, permite uma melhor interpretagdo e discriminagdo dos efeitos de cada varidvel.
Em particular, nesta abordagem temos um parametro capaz de representar e medir a captagdo ou
retirada d’agua ao longo dos rios.

Um modelo espago-temporal foi utilizado para ajustar a chuva observada nos postos plu-
viométricos localizados dentro da bacia total. A distribuigdo preditiva desse modelo foi utilizada
para interpolar a chuva em grades construidas dentro da drea de drenagem de cada sub-bacia.

Utilizamos métodos MCMC para realizar a inferéncia em todos os modelos. Aproveitamos o
fato de que ao final das iteragdes de uma rotina MCMC contamos com uma amostra da posteriori
dos parametros do modelo assim como das distribui¢gdes preditivas, para levar em conta toda a
incerteza associada a nosso procedimento. Conseguimos este objetivo porque os modelos podem
ser estimados por partes (condicionalmente independentes) e ao invés de trabalharmos com esti-
mativas pontuais para as covariaveis (por exemplo, o volume de chuva), trabalhamos com uma

amostra de toda a sua distribuigdo a posteriori.

5.6 Apéndice I: Algumas Estatisticas da Distribui¢ao Log-Normal Multivariada

Neste apéndice apresentamos algumas relagdes entre a distribui¢do conjunta e as distribui¢des
marginais de (Y4, Y5, Y©), seguindo a especificacgio do modelo em (5.12). Fazemos uso de trés
fatos (propriedades) para, a partir da modelagem conjunta de varidveis com distribui¢do normal,
definir os valores esperados e varidncias das varidveis log-normais de nosso interesse.

Neste apéndice, N(u, 02) denota uma distribuigdo Normal univariada com média i e variancia

02. Valores esperados e varidncias, em geral, sdo denotados por E[-] e Var[-], respectivamente.

Fato I: E; é tendéncia-estaciondrio (trend stationary)

Dado que E; = pE;_1+yX;+w;, wy ¢ um ruido branco com varidncia Welp| < 1,pois0 < p <1,
E; é tendéncia-estaciondrio com relagdo a y e X = {Xj, ..., X} e, portanto,

yXi
1 —

E[Ely, X] = e Var[Edy, X]= (5.14)

1-p?’

pois E[Ely, X] = E[E;—1ly, X] e Var[Ely, X] = Var[E;1ly, X] parat=1,...,T.
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Fato II: Se x ~ N(u, %) e y = exp(x) entdo y ~ log-normal(u, %) e

Ely] = exp(u + a%/2) e Var[y] = expu + 02)[exp(a2) -1], (5.15)

A o o X1 w) [ o3 poios
Fato III: Se x; e x, tém uma distribui¢do normal bivariada, tal que ~N , ,
X2 1 2%) po102 (0 5

e y1 = exp(x1) e y2 = exp(xz), entdo y1|y2 é log-normal com paradmetros:
01 2 2
i+ p(logy) — ) e i1 -p?),
e também,

Cov(y1, y2) = [eXP(P(HGz) - 1] eXp[m + 2 + (07 + 0%)/2],

Corr(y1,y2) = [exp(paloz) - 1]/[(exp(g%) _ 1)(eXp(o§) B 1)]1/2

— Sejam ZA,Zi3 e Ztc, t=1,...,T, tais que:

ZNZP ~ N, 0% ) ullP = oAlB 4 AIBZE 4 pAIP (5.16a)
ZZE ~ Ny, 0%,0) uBlC = oBIC 4 pBICZC 4 EPIC (5.16b)
ZE ~ N(uS, 0Z) u =a“ +EC (5.16¢)

com Ef'B ,Ef e ES, definidos como em (5.12g). Aqui, as médias u!" estdo condicionadas em
a™,n™,Z" ! e EM. Uma forma equivalente de representar (5.16) é:
ZNZP = a4+ BZE + BN 4 ol BN~ N(pAPELT + X Wag), o ~ N(O, 07 5)
2012 = aPC + POz + EPC 4+ 00C, EPC ~ NP + M7, W), o] ~ N(0, 03, )

7€ = a® + EC +oF, ES ~ N(p“ES | +y°XE, Wo), oE ~N(0, %)

— Com base no Fato I e o resultado em (5.14), as médias, varidncias e covaridncias marginais in-

condicionais de Z4, Z® e Z¢ estao dados por:

Médias
CXc
‘utC — E[ZtC] — aC + E[EtC] = O(C + ;/_ tc
s P yBICXf\C
uPf = E[ZP]1 = E[E[ZPIZC]] = aBC + nPCE[ZE] + E[EPC] = aPIC+nPlCuC + T (5.17)
AlB VAlBXf“B
pd = E[Z}Y] = E[E[ZMZE]] = o + nYBE[ZB1+ E[E]] = ot +nMBub + T AT



Variancias
2 _ 1 -
o, = Var[Z%] =
oz = Var[ZP] =
_ Al _
o4 Var[Z4] =

onde p2, e 2, denotam o quadrado de 1" e p™, respectivamente.

Covariancias

OBc =

OAB

0AC

Cov[ZB, Z€]
Cov[Z4, ZB]

Cov[Z4,ZC]

Correlagoes

— Com base no Fato II e assumindo que YA = exp(Z4), YB

E[YA] =
E[YB] =
E[YC] =

Var[ES]
E[Var[ZB|Z€]]
Waic

1 - ppc?
E[Var[ZA|ZE]]

+ g2

= Cov[aP€ + nPICZC + EJ'° + 0PIC, 2€]
= Cov[aP + P ZP + EMP 4 04, ZP]
= Cov[aP + 17A|BZB + Ef'B + 048, 7€)

PBC
PAB

PAC

exp(u? + 0,50
exp(u® +0,50%)
exp(u® +0, 50%)

+

+

+

OBic

+

+

Var[v¢]

Var[E[ZB|Z€]]

Var[aPI© + nPICZE + Eflc]

Var[E[ZA|ZP]]

Var[a + nABZB + Ef'B]

Corr[Z8,Z€]
Corr[Z4,ZP]

Corr[Z4, Z€]

e Var[Y4]
e Var[YB]
e Var[Y€]

onde u™ e 02, estdo definidas em (5.17) e (5.18).

— Com base no Fato III e assumindo que Y4 = exp(Z4), Y2 = exp(Z®) e Y* = exp(Z°) temos:

2 2 2
Opic T MycOc +

2 2 2
GAIB + UAIBG +

= nPICCou[ZE, Z€]
= nBCov[ZB, ZP]
= nBCov[ZB, Z¢]

1—pé

Wpic
1 - ppic?

2WaB
1 - pap?

B

BIC ;2

AB, -2
Op

AlB
! O0BC

ZBye YC = exp(ZC) temos:
= exp(ZyA + ai)[exp(oi) -1],
exp(ZyB + aé)[exp(a%) —1],
exp(u’ + G%)[GXP(G%) -1],

YAIYE ~ log-normal[yA + pABZ—g(log(YB) - HB)/ (7124(1 - 101243)]

YBIYC ~ log—normal[yB + pgcz—i(log(Yc) — yc), ozB(l — p%c)]

Y¢ ~ log—normal[yc, 02 ]

C

93

(5.18)

(5.19)

(5.20)



Médias
E(YAlyB) — eXP([HA + pABg_/;(log(YB) _ [JB)] + 0'124/2(1 - piB))
E(rYe) = eXP([#B +pac 2 (10g(r€) = )] + 03/2(1 - p3e)
E(YS) = exp(yc + O%/Z)
Variincias

N
—~
—_
|
)
N
o]
~—
~—
|
—_
~——

Var(YA|YB) = exp(Z[yA + pap Z—‘;(log(YB) - yB)] + ai(l - piB))(exp(o

Var(YB)YC) = exp(Z[yB + pgcg—z(log(Yc) - ,uc)] + oé(l - péc))(exp(aé(l - péc)) - 1)

Var(Y®) = exp(ZyC + aé)[exp(aé) - 1]

Covariancias
Cou(Y4,YP) = [exp(pABaAaB) - 1] exp[yA +up + (05 + aé)/Z]
Cov(YA,Y6) = [exp(pacoaoc) — 1]exp|ua + pc + (o3 + 02)/2]
Cov(YB,YC) = [exp(pgcogac) - 1] exp[yB +uc + (03 + G%)/Z]

onde u™, 6%, e pm, mestio definidas em (5.17), (5.18) e (5.20).
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(5.21)

(5.22)

(5.23)
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Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

6.1 Considerag¢oes Finais

Os objetivos formulados para esta tese foram satisfatoriamente atingidos e como principais pro-
dutos finais temos 1 artigo completo e 3 em fase de submissao.

O primeiro artigo, intitulado “Revisiting Distributed Lag Models Through a Bayesian Perspective”,
foi publicado no “Applied Stochastic Models to Business and Industry”. Este artigo é o resultado
de um exercicio no qual foram explorados alguns modelos basicos de fungdo de transferéncia, com
resposta normal, utilizando-se métodos de amostragem implementados no software WinBUGS

(Spiegelhalter et al., 2003). Os objetivos especificos deste artigo foram:

e estabelecer uma relacdo entre os modelos dindmicos de fungdo de transferéncia, como defini-
dos em West & Harrison (1997), com os modelos econométricos de defasagens distribuidas;

e

e mostrar que a inferéncia, sob o ponto de vista bayesiano, pode ser realizada com o software

WinBUGS.

Com este artigo conseguiu-se fazer uma comparacdo entre resultados obtidos com modelos di-
namicos e métodos classicos de co-integracdo para a andlise de séries ndo estaciondrias, assim
como realizou-se a comparagao entre os resultados obtidos com técnicas MCMC (do WinBUGS) e
os obtidos com métodos de integragdo numérica utilizados antes do desenvolvimento dos métodos
MCMC.

O segundo artigo, intitulado “An Efficient Sampling Scheme for Generalized Dynamic Models,”
surgiu da nossa dificuldade na implementacdo de alguns algoritmos MCMC propostos na litera-
tura, assim como do tempo computacional requerido para a obtengdo dos resultados. Estes dois
fatos sdo relevantes quando se tem interesse em explorar modelos de alta complexidade, onde a
amostragem dos pardmetros que variam no tempo pode ser muito custosa e, a0 mesmo tempo,
pode afetar a convergéncia das cadeias dos outros (hiper)parametros do modelo. Este artigo tem

como objetivos:
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e mostrar uma forma de utilizar a proposta de West et al. (1985) dentro de um algoritmo
MCMC,

e comparar a performance do esquema proposto com alguns previamente estabelecidos na

literatura; e

e mostrar a aplicagdo do esquema proposto em dados reais.

O esquema aqui proposto foi denominado CUBS, do inglés Conjugate Updating Backward Sampling.
Os resultados obtidos mostram que o esquema proposto é eficiente no sentido de reduzir significa-
tivamente o tempo computacional e ser de facil implementagdo. Milhares de iteragdes do MCMC
sdo realizadas em minutos e as cadeias geradas apresentam menos autocorrelagdo que as geradas
no WinBUGS, por exemplo. Este fato permite explorar mais alternativas de modelos e, mais ainda,
o esquema foi testado em vdrias sub-classes dos modelos generalizados dindmicos com bons re-
sultados.

O terceiro artigo, intitulado “A Bayesian approach for the rainfall-runoff problem: The case of Rio
Grande Basin,” propde uma forma muito geral para modelar conjuntamente chuva e vazao, levando
em conta as diferencas na forma de medi¢do de ambas varidveis. A principal contribui¢do deste
artigo é a modelagem proposta, que combina um modelo de fungdo de transferéncia para a vazdo,
condicionado na chuva da bacia, com um modelo espago-temporal simultdneo para a chuva me-
dida em varias localiza¢des dentro da drea de drenagem do posto de vazdo em consideracdo. A
chuva da bacia toda é obtida a partir da solugdo do problema de mudanca de suporte. No ar-
tigo mostra-se que, aproveitando a decomposi¢do da distribui¢do conjunta (em uma distribuigado
condicional (vazdo dada chuva) e uma marginal (chuva)), é possivel utilizar e explorar vérias al-
ternativas de modelos. Em particular, utilizam-se alguns critérios de comparagdo de modelos e
mostra-se que os modelos fornecem boas previsdes, tanto espaciais (para a chuva) quanto tempo-
rais (para chuva e vazdo). A metodologia proposta foi aplicada em dados da bacia do Rio Grande
(BA) cedidos pelo Laboratério de Hidrologia da Universidade Federal do Rio de Janeiro.

O quarto artigo, intitulado “A Bayesian approach for modelling multiple runoff series,” propode
uma alternativa de modelagem conjunta de vdrias séries temporais de vazdo. Nossa proposta
é util principalmente para modelar vazdes de areas de drenagens encaixadas. A idéia é usar a
representacdo condicional da distribuigdo conjunta das séries e incorporar o nivel de vazao das
bacias menores como covaridveis no valor esperado da vazdo das bacias maiores. A principal

contribuicdo deste artigo ¢ a modelagem proposta, que estende a classe de modelos de funcéo
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de transferéncia, apresentada no artigo anterior, para uma versao multivariada. Esta abordagem
permite também a modelagem conjunta com a chuva. Um modelo espago-temporal para a chuva
observada em vdrias localiza¢des dentro da 4rea de drenagem total pode ser ajustado. A chuva
associada a cada sub-bacia pode ser obtida a partir da solu¢do do problema de mudanca de su-
porte. O fato importante a ser levado em conta aqui é a construgdo de grades de interpolagdo que
respeitem os limites de cada sub-bacia. As propostas foram aplicadas aos dados da bacia do Rio
Grande (BA).

6.2 Trabalhos Futuros

6.2.1 Sobre o Esquema Proposto para Modelos Generalizados Dindmicos

Como trabalho futuro desta tese, pretendemos estender o esquema proposto no capitulo 3 para
modelos lineares dindmicos generalizados onde mais de um dos parametros da distribuicdo da
observagdo tem algum tipo de evolugdo no tempo ou estdo relacionados com outras varidveis
através de relagdes funcionais conhecidas. Nesta se¢do apresentamos alguns detalhes sobre o de-

senvolvimento desta proposta.

Motivacao

Fazendo algumas pequenas adaptacdes, o esquema de amostragem proposto no capitulo 3 pode
ser utilizado no procedimento de inferéncia de classes de modelos que estdo sendo discutidos
recentemente. Nesta se¢do fazemos um resumo de trabalhos que servem de motivacdo para a
extensdo do CUBS.

A classe denominada como modelos lineares generalizados hierarquicos (HGLM) foi intro-
duzida em Lee & Nelder (1996, 2001) e pode ser vista como uma sintese de trés classes muito
conhecidas: os modelos lineares generalizados, os modelos lineares mistos e os modelos com
termos de dispersdo estruturados. Se Y é uma varidvel resposta e u uma componente aleatéria
(ndo observével), no contexto dos modelos HGLM assume-se que p(Y|u) pertence a familia expo-
nencial com pardmetro canénico 1 e pardmetro de dispersao ¢ e u segue p(u), uma distribuicado
conjugada de p(Y|u). Alguns casos particulares sdo: normal-normal, Poisson-gama, binomial-beta
e gama-inversa-gama, onde a primeira distribui¢do refere-se a p(Y|u) e a segunda a p(u). Nos
HGLM, as covariaveis e os efeitos aleatorios estdo relacionados com o predictor linear g(1). Em-
bora a andlise bayesiana completa via métodos MCMC é factivel de se realizar para os HGLM,

levando em conta toda a incerteza associada e sem a especificacdo de distribui¢des conjugadas,
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Lee & Nelder (1996, 2001) propuseram fazer uso da analise conjugada e da h—likelihood para obter
estimativas dos pardmetros de interesse. Eles afirmam que a abordagem proposta pode ser vista
como uma estatistica a posteriori usando distribuicdes a posteriori impréprias. Contudo, algumas
aproximagdes numéricas sdo necessdrias e somente os dois primeiros momentos das distribui¢des
dos parametros sdo estimados. Mais recentemente, Lee & Nelder (2006) propuseram a classe de
modelos denominada DHGLM, abreviagdo do inglés double hierarchical generalized linear models,
onde os efeitos aleatérios podem ser especificados para a média e a dispersdo da distribuigdo da
resposta e 0 mesmo procedimento de inferéncia dos HGLM pode ser utilizado.

A estrutura dos HGLM é similar a dos modelos lineares generalizados dindmicos (DGLM) de
West et al. (1985). A ligeira diferenca é onde é considerada a distribuigdo (a priori) conjugada. Nos
DGLM corresponde a distribuigdo do pardmetro candnico 7, entretanto nos HGLM corresponde a
distribuigdo do termo aleatério u. Levando em conta esta discussdo, consideramos que, do ponto
de vista bayesiano, o Conjugate Updating proposto por West et al. (1985) pode ser utilizado para
fazer inferéncia em modelos da classe HGLM.

Por outro lado, outra extensdo bastante ttil dos modelos lineares generalizados sdo aqueles que
consideram uma estrutura ou relagdo linear em alguma transformagdo de mais de um dos pardme-
tros da distribuig¢do da varidvel resposta. Por exemplo, Cepeda & Gamerman (2003) apresentaram
uma metodologia bayesiana para ajustar modelos lineares nos dois parametros das distribui¢oes
pertencentes a familia exponencial bi-paramétrica, como a gama e a beta. A proposta baseia-se no
trabalho de Dey et al. (1997), que estabeleceu a condigdo de ortogonalidade dos pardmetros desses
tipos de distribuigdes quando é utilizada a parametrizacdo na média. Esta caracteristica permi-
tiu aos autores implementar algoritmos MCMC que estimam os coeficientes de ambos modelos
lineares de forma iterativa. Outro exemplo nesta classe de modelos é o trabalho de Vasconcellos
& Cribari-Neto (2005), que propde uma classe de modelos de regressdo beta onde ambos para-
metros da distribuigdo estdo relacionados com covaridveis. Este artigo é uma extensao de Ferrari
& Cribari-Neto (2004) onde a verossimilhanga é escrita em termos da sua média e precisdo e a
estimacgdo via méxima verossimilhanga ¢é utilizada para fazer inferéncia sobre os coeficientes dos
modelos lineares.

Adicionalmente, Rigby & Stasinopoulos (2005) apresentam uma classe de modelos de regressao
denominada GAMLSS, abreviacdo do inglés generalized additive model for location, scale and shape.
Eles assumiram que a distribui¢do da varidvel resposta p(Y|0), pertence a uma classe de distribui-
¢Oes muito mais geral que a familia exponencial e modelam todos os seus parametros via mode-

los aditivos. Estes autores maximizam a verossimilhanga (penalizada) usando os algoritmos de
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Newton-Raphson e Fisher scoring.

Dado que o Conjugate Updating de West et al. (1985) baseia-se na andlise conjugada da familia
exponencial, fazendo uso das familias conjugadas apresentadas em Bernardo & Smith (1994, p.266),
este algoritmo pode ser facilmente estendido para o caso de distribui¢des K—paramétricas. Em ou-
tras palavras, o Conjugate Updating pode ser 1til para a inferéncia em modelos lineares dindmicos
onde a distribui¢do da resposta pertence a familia exponencial com K parametros e cada um deles
estd relacionado com covaridveis através de vdrias fungdes de ligacdo ou simplesmente varia ao
longo do tempo. De fato esta classe de modelos envolve vérias das classes descritas acima e esper-
amos que o esfor¢o computacional com esta idéia deva ser muito menor que com alguma outra
técnica padrdo de MCMC.

CUBS na Familia Exponencial K—paramétrica

Agora voltamos nossa aten¢do aos modelos lineares dindmicos cuja varidvel resposta segue uma
distribuigdo na familia exponencial K—paramétrica e onde cada pardmetro estd relacionado com
covariaveis através de uma fungdo (de ligagdo) conhecida. Seja Y; uma observagdo no instante ¢
de uma variavel univariada com distribui¢do na familia acima mencionada e seja 1, o vetor de
parametros. Supondo que existem | fungdes de 1, denotadas por 1;(y,),j = 1,...,] (] < K), entao

os modelos de nosso interesse sdo tais que

Yil, ~ p(Yiltp) = exp{Yipp, —b(p) +a(Yp)), t=1,...,N (6.1a)
hiy) = Fy0p, j=1,...,] (6.1b)
0 = GjiiBj1+twj, wj~I[0,W] (6.1c)

0; ~ [mjo,Cjol,

onde 6; sdo variaveis latentes ou pardmetros de estado. Repare que no modelo em (6.1) a de-
pendéncia na informacdo passada nao é explicita, ou seja D; = {D;_1, Y} ndo estd denotada explici-
tamente na equagdo acima. Nosso objetivo é estender o esquema de amostragem CUBS, apresen-
tado na segdo 3.2, para ser utilizado no ajuste modelos dindmicos lineares como em (6.1).
Lembrando que a idéia principal da primeira etapa do CUBS (o Conjugate Updating) é introduzir
uma distribui¢do a priori conjugada para o pardmetro candnico da distribui¢do da resposta com a
finalidade de aproximar os momentos on-line, a forma natural de estender esse algoritmo é fazendo

uso da distribuigdo conjugada multivariada (a priori), p(y,|¢;, T:), para a distribuigdo p(Y¢[p,) como
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é apresentada em Bernardo & Smith (1994, Cap. 5):

P, ~ pplor, T1) = explouliyp, — bp)] + c(dr, ). 6.2)

Lembrando também no CUBS, o Conjugate Updating é combinado com o Backward Sampling
para obter amostras da distribuicdo a posteriori do vetor de estados, o novo CUBS (ECUBS) pode
ser utilizado para obter amostras da distribuigdo a posteriori de 0,7 = 1,...,[;t = 1,...,T em
bloco. Finalmente, amostras das outras distribui¢des a posteriori (dos outros pardmetros do mo-
delo) podem ser obtidas com os métodos padrdes do MCMC. O ECUBS é detalhado no Quadro
3.

Quadro 3: MCMC + ECUBS

(1). Inicialize: Atribua valores iniciais 6(10), el 9;0), IIJ(O) e

facai =1, onde i é o contador de iteragdes;

(2). Amostre G(i), ey 9;.1') usando CUBS:

(a) Calcule os momentos de p(6 /Dy, lp(i‘l)), m?i) e C;.i),
com o Conjugate Updating;

(b) Amostre 9} com o Backward Sampling.

. * O 0
i. Amostre 0y de p(m C]

N n)
ii. Amostre B;t,t =N-1,...,1,de p(ejt|6’]f’t+1/ ¢(i—1))
(c) Faga G;i) = 0; com probabilidade p; e 0;1.) = 6?‘”
m(0) 4.0'6)

com probabilidade 1 — p;, onde p; = min(1,A) e A = . —
P 4 4 - 7'((6;.1_1))%(6]16; B

onde 0" é um valor candidato para 0 e g(-) e () denotam as densidades proposta

e objetivo respectivamente.
(3). Amostre 1 usando, em geral, um passo Metropolis-Hastings ;

(4). Atualize: fagai =i+ 1 e volte para (2) até a convergéncia.

Para obter os momentos do passo (2)a no quadro 3, os seguintes passos devem ser seguidos:
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(1). calcular a média e variancia a priori de cada modelo linear

(2). calcular os parametros da priori conjugada multivariada

(a) usando a média e varidncia da priori conjugada (quando e totalmente conhecida), ou

(b) usando a moda e curvatura da priori conjugada (quando somente os dois primeiros

momentos sdo conhecidos)
(3). calcular os parametros da posteriori conjugada

(4). calcular a média e variancia a posteriori de cada modelo linear.

No apéndice C apresentamos o algoritmo desenvolvido e um exemplo com dados artificiais

para o caso em que a varidvel resposta segue uma distribuigdo normal.

6.2.2 Sobre a Relagao Chuva-Vazio

Na hidrologia, o total de vazao é definido pela equacdo de balanco hidrico:

vazdo = chuva + evaporacdo + interceptagao +Aestoque. (6.3)

A evaporacdo e a interceptagdo sdo controlados principalmente pela vegetacdo da bacia, portanto

a equagdo (6.3) pode ser reescrita como:
vazdo = chuva + vegetagdo + Aestoque. (6.4)

Como, em média, a variagdo do estoque, Aestoque, deve ser zero, ela pode ser considerada como
um termo aleatério do modelo. Sendo assim, a incorporagdo de uma varidvel que represente a
vegetacdo, nos modelos chuva-vazdo apresentados nesta tese, seria bastante conveniente porque
terifamos uma representacdo mais proxima do processo de formacao de vazao. Neste sentido, pre-
tendemos utilizar alguns indices de vegetagdo calculados a partir de imagens satelitais, como o EVI
(abreviagdo do inglés: Enhanced Vegetation Indice) e NDVI (abreviagdo do inglés: Normalized Differ-
ence Vegetation Indice), como covaridvel. O efeito dessa covaridvel também pode ser representado
por uma fungdo de transferéncia.

Em outras situagdes dispde-se de dados de vazao de vérias bacias com caracteristicas geoldgicas,

climatoldgicas e de vegetacdo parecidas, mas que ndo necessariamente estdo localizadas no curso
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do mesmo rio e, portanto, as dreas de drenagem correspondentes sao totalmente independentes.
Contudo, as similaridades fisicas fazem com que a resposta da vazdo a chuva seja também parecida
entre elas e portanto a mesma especificagdo do modelo, por exemplo, de fungdo de transferéncia,
poderia ser ajustada a cada bacia de forma independente. Contudo, nessa situacdo é bastante
razodvel pensar que os parametros desses modelos estejam relacionados (por exemplo, pertencam
a mesma distribui¢do de probabilidade) e que a utilizagdo da informacéo de todas as bacias simul-
taneamente resulte numa estimag¢do mais robusta de cada pardmetro do modelo. Nesta situagado
leva a pensar na modelagem hierarquica das séries de vazao.

Por outro lado, como mencionamos na sec¢do 5.1, as vezes é possivel contar com dados de
regides hidrologicamente similares onde a mesma especificagdo de um modelo chuva-vazao pode
ser utilizada. A nossa proposta para este caso é fazer a modelagem conjunta de todas as séries tem-
porais de vazdo mediante modelos hierdrquicos. Uma das vantagens dos modelos hierdrquicos é
a utilizagdo de toda a informagdo disponivel, simultaneamente, para obter estimativas mais acu-
radas de alguns dos parametros de interesse. A idéia bdsica é “emprestar” informacao entre as
diferentes bacias, resultando num ganho na qualidade das estimativas dos parametros que supor-
tam uma representacdo hierdrquica. Vale a pena ressaltar que a principal hipétese de um modelo
hierarquico é a de permutabilidade das unidades, daf a necessidade que as bacias sejam parecidas
entre si. As similaridades devem ser, principalmente, de tipo e uso do solo, clima e vegetacao.

Para diferenciar as modelagens propostas, agora a chuva e vazdo na bacia k no tempo ¢ sdo de-
notadas por Yy e Xj ;, respectivamente, e K é o ntimero de bacias sob estudo. Como caso particular
temos que o modelo de funcdo de transferéncia apresentado na se¢do 4.3, equagdo (4.1), pode ser

facilmente estendido para uma modelagem conjunta hierdrquica da vazao em K bacias da seguinte

maneira:
Yie ~ pOidbie, Qee), t=1,2,...5 k=1,...K (6.5)
&uky) = filaw Exy) (6.5b)
Ext = fa(Ext-1, Vi Xit) (6.50)
e = fa3(@) (6.5d)
e = fay), (6.5€)
onde p(Yi ¢l t, Pr ) € uma distribuigdo em R™ e i, é o valor esperado de Yy ;. Sob este modelo,

assumimos que alguns dos parametros do modelo, por exemplo, ay e y, das K bacias, sdo fung¢des

(tém algum valor em torno) de médias comuns denotadas por « e y, respectivamente. As fung¢des



103

fi(),j = 1,...,4, sdo conhecidas e descrevem os processos fisicos envolvidos na relagdo chuva-
vazdo. De maneira andloga ao modelo condicional proposto em (5.4), o modelo em (6.5) pode ser
ajustado conjuntamente com um modelo para Xj ;. Mas, neste caso, modelos diferentes para cada
bacia podem ser necessarios. Logo, entre as caracteristicas do modelo em (6.5) estdo: (i) Permite
compartilhar informacao entre as bacias e, em conseqiiéncia, ter estimativas mais acuradas de a e
y, e (ii) permite levar em conta toda a incerteza associada aos processos chuva-vazao.

Por outro lado, muitos reservatérios tém sido construidos e sdo operados sob diferentes condi-
¢Oes climaticas e hidrolégicas e com varios propésitos diferentes, incluindo o fornecimento d’agua
para agricultura e a industria. Estes multiplos objetivos ndo sdo a tnica dificuldade associada ao
manejo de reservatdrios. A vazao afluente tem muita incerteza e normalmente varia ao longo do
tempo. A demanda d’4dgua e as prioridades de abastecimento podem mudar de um periodo a
outro. As conseqiiéncias das decisdes tomadas podem afetar diferentes grupos em diferentes for-
mas. Estas sdo algumas das caracteristicas do problema de operagdo de reservatérios que fazem
necessdario a utilizacdo de algum método eficiente e seguro para o planejamento da sua operagao.
Como trabalho futuro pretendemos utilizar o método bayesiano descrito em Rios-Insua et al. (1997)
para resolver o problema de decisdo que critérios multiplos relacionado com a operagdo de reser-

vatorios.
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Apéndice A

ABREVIACOES E DEFINICOES

Abreviagoes

ARDL Auto-Regressive Distributed Lag Model
ARMA Auto-Regressive Moving Average

ARMS Adaptive Rejection Metropolis Sampling
CUBS Conjugate Updating and Backward Sampling

DIC Deviance Information Criterion

DLM Dynamic Linear Model

DGLM Dynamic Generalized Linear Model
EKS Extended Kalman Smoother

EPD Expected Predictive Deviance

FFBS Forward Filtering Backward Sampling

GAMLSS Generalized Additive Model for Location, Scale and Shape
HGLM Hierarchical Generalized Linear Models

MAE Mean Absolute Error

MCMC  Monte Carlo Markov Chain.

MSE Mean Square Error

OLS Ordinary Least Square

PSRF Potential Scale Reduction Factors
RMSE Root Mean Square Error

TSSE Time series Standard Error

VAR Vector Auto-Regression

VECM Vector Error Correction Models
d.c.c Distribuicdo Condicional Completa

FT Funcéo de Transferéncia
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Alguns Termos Estatisticos

DIC

EPD

- E um critério para realizar selecio de modelos proposto por Spiegelhalter et al. (2001). O

DIC é dado por DIC = D + pp = D(6) + 2pp, onde D é a média a posteriori da fun¢do desvio
(deviance) dada por D = -2 log[ f(yl@)], onde f(y|0) é a verossimilhanga condicionada avali-
ada nos valores amostrados dos parametros. D(6) é obtido ao substituir a média a posteriori

de 0 na fungado desvio, de forma que D(0) = -2 log[f(ylé)], e pp = D — D(6). O modelo que

minimiza o DIC é selecionado.

- um critério para realizar sele¢ao de modelos proposto por Gelfand & Ghosh (1998). O EPD
é obtido minimizando a perda a posteriori de um dado modelo. Quando se considera uma
fungdo de perda quadrética e a distribui¢do normal para os dados, o EPD pode ser calculado
explicitamente. Nesse caso, se Y, representa valores replicados do i—ésimo dado obser-
vado, i =1,...,1,Yjops, temos EPD = Y.Ly 07 + <55 YIL (1i — Yiops)®, onde ptj = E[Y eplYions] €
a? = Var[Y eplyions]), sdo a média e a variancia da distribuigao preditiva, respectivamente. O

modelo que minimiza o EPD é selecionado.

MCMC - Sdo uma classe de algoritmos utilizados geralmente para gerar amostras de distribui-

¢des complexas (Gamerman & Lopes, 2006). Os métodos MCMC consistem na construgdo
de cadeias de Markov que, sob certas condi¢des de regularidade, tenham como distribui¢ao
estaciondria a densidade de interesse. Em particular, na inferéncia bayesiana, os métodos
MCMC séo utilizados para gerar amostras da distribuicdo a posteriori dos parametros. Na
prética, uma vez que as cadeias geradas atingem a convergéncia, considera-se que os valores

gerados sdo amostras da distribuigdo de interesse.

Amostrador de Gibbs -E um algoritmo MCMC introduzido por Gelfand & Smith (1990). Consiste

em:

(1). Dar valores iniciais aos pardmetros desconhecidos.

(2). Amostrar valores das densidades condicionais completas de cada parametro, respei-
tando uma ordem de amostragem e condicionando a amostragem no tltimo valor ge-

rado dos outros parametros.

(3). Repetir o passo (2) N vezes.
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Metropolis-Hastings - E um algoritmo MCMC. Utiliza-se quando as densidades condicionais
completas ndo tem forma fechada conhecida. O algoritmo foi originalmente proposto por
Metropolis et al. (1953) e modificado por Hastings (1970). Suponha que 7 (x) é a densidade
de interesse e x é o valor corrente da cadeia de Markov. O algoritmo de Metropolis-Hastings

consiste em:

(1). Gerar um valor candidato, x*, a partir de uma densidade proposta, ou nticleo de transicao,
q(x"x)

(2). Aceitar o valor gerado com probabilidade min{l, %}

Em geral, na préatica, um passo de Metropolis-Hastings é inserido dentro do amostrador de

Gibbs para gerar as amostras. A densidade g(-) deve ser relativamente simples de amostrar.

A taxa de convergéncia depende da proximidade entre () e g(-).

Slice sampling - E um método para gerar valores de distribuicdes que tomem valores num inter-
valo fechado e limitado. Suponha que n(x), x € A C R é a densidade de interesse. A idéia
bésica é gerar valores da distribui¢do uniforme definida pela regido abaixo de 7(x), e conside-
rar apenas as coordenadas horizontais. Especificamente, considere a regido bi-dimensional

abaixo de m(x) ou de g(x) = cm(x), entdo:

e Seja z uma varidvel auxiliar tal que z|x ~ U(0, g(x));
e A distribui¢do conjunta de (z, x) é uniforme na regido {(z,x) : 0 < z < g(x)} com densi-
! se 0<z<g(x)
dade p(z,x) =< €
0 caso contrério.
e A distribui¢do condicional de x|z é p(x|z) « p(z,x), ou seja, (xz) ~ U(S5(z)), onde S(z) =
{x: g(x) > z}. Logo, S(x) é a unido dos intervalos que constituem a fatia (slice) através da

densidade definida por z.
A estrutura acima nos conduz a simular x e z usando o amostrador de Gibbs:

e Gerar z% ~ U(0, g(x(i‘l)))
e Gerar x) ~ U(S(z%)),

onde o indice (i) denota a i—ésima iteracdo e S(z)) = {x : g(x) > z®}. Dentre as vantagens

desse método estdo: aplica-se a varias distribui¢des, nao necessita especificar uma densidade
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proposta como no Metropolis-Hastings e s6 utiliza a distribuicdo uniforme para gerar os

valores. A principal desvantagem é que a determinagao de S(z) pode ser dificil.

PSRF ou R - E um critério para verificar a convergéncia de duas ou mais cadeias paralelas geradas
por um algoritmo MCMC, proposto em Gelman & Rubin (1992). A convergéncia é diagnos-
ticada quando as cadeias estdo em regides distantes dos seus valores iniciais e as amostras
de diferentes cadeias sdo indistinguiveis. Suponha que foram geradas m cadeias paralelas,
cada uma com 7 elementos x, ou seja, temos: xl(l), sz), el xﬁ”), i=1,...,m. Este critério esta
baseado na comparagdo da varidncia entre as cadeias, Vg, e da varidncia dentro das cadeias,

Vp, dadas por:

m
Ve = milz(fi—f)z

1 m
Vo = m(n—l)z

onde %; é a média dos elementos da cadeia i e X ¢ a média dos elementos de todas as cadeias.
Sob convergéncia, todos os mn elementos provém da mesma distribui¢do e, portanto, a

varidncia de x, V, pode ser estimada de forma consistente por
N 1 1
Ve=(1-=)Vp+=Ve
n n
V.

Vb
sera sempre maior que 1. Segundo o teorema de ergodicidade, ver Gamerman & Lopes (2006,

Se a convergéncia nao for atingida, o fator potencial de escala (PSRF) definido por R =

pag. 125), quando n — oo, Vy e Vp convergem para Vy e R — 1. Logo, Se R ~ 1 concluimos

que hé indicios de convergéncia.

Alguns Termos Hidrolégicos

z

Area de drenagem - E a area do terreno que contribui para a vazdo de um curso d’dgua, a mon-

. . 2
tante de um determinado ponto. Usualmente é expressa em km" ou em hectares.

Bacia hidrografica - Conjunto de terras drenadas por um rio principal e seus afluentes. A nogdo
de bacia hidrografica inclui naturalmente a existéncia de cabeceiras ou nascentes, divisores
d’agua, cursos d’agua principais, afluentes, subafluentes, etc. Area geogréafica que drena suas

dguas para um mesmo local, geralmente um rio.



108

Balanco hidrico - Equacdo que relaciona os diversos componentes do ciclo hidrolégico em uma

determinada 4rea ou bacia, tais como precipita¢do, evapotranspiragdo, escoamento etc.

Ciclo hidrolégico - E o processo da circulacdo das dguas da Terra, que inclui os fendmenos de
evaporagao, precipitacdo, transporte, escoamento superficial, infiltragdo, retencdo, evapora-
¢do do solo, do mar e das dguas continentais; condensagdo para formar nuvens; acumulagdo

no solo ou nas massas de dgua; escoamento direto ou retardado para o mar e reevaporagao.

Chuva - Precipitagdo de dgua liquida seja sob a forma de gotas de didmetro superior a 0.5mm, seja
sob a forma de goticulas menores, largamente dispersas. E o resultado da condensagdo na
atmosfera que caem em direcdo ao solo, quando as gotas superam as correntes verticais de

ar. Normalmente é medida a partir da altura da precipitagdo em milimetros.

Escoamento - Parte da precipitacdo que escoa para um curso d’dgua pela superficie do solo (es-

coamento superficial) ou pelo interior do mesmo (escoamento subterraneo).
Hidrografia - Conjunto de canais e rios que formam a drenagem de uma regido ou bacia.
Q - em hidrologia, simbolo usado para vazao.
Reservatério - Massa de dgua formada por retengdo; por exemplo, a montante de uma barragem.

Vazio - Volume d’agua ou afluente que passa, na unidade de tempo, através de uma secao, pré-
determinada. Pode ser expressa em milimetros de dgua por dia, més ou ano, estendidos

sobre a drea da bacia hidrogréfica.

Vazio unitdria - ou vazdo especifica - Relacdo entre a vazao natural e a drea de drenagem (da bacia
hidrogréfica) relativa a uma segao de um curso d’agua. E expressa em litros por segundo por

quilémetros quadrado (1/s/km?).
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Apéndice B

DISTRIBUICOES CONDICIONAIS COMPLETAS E METODOS DE
AMOSTRAGEM

Neste apéndice apresentamos as distribui¢cdes condicionais completas e os algoritmos amos-
tradores de Gibbs utilizados para alguns dos modelos estudados nesta tese. Para simplificar a
notagdo, apresentamos modelos para resposta com distribuigdo Normal ao invés de resposta Log-
Normal, pois sabemos que se Y ~ LogNormal(u, 02) entdo X = log(Y) ~ Normal(y, 6). Dai que os
algoritmos aqui apresentados sdo aplicdveis os dados de vazao sob uma transformacao logaritmica
(quando a distribuicdo LogNormal é considerada),

Neste capitulo utilizamos a seguinte notacao:

N(a, b) representa uma distribuigdo normal com média a e variancia b.

U[a, b] representa uma distribui¢do uniforme no intervalo [a, b].

G(a, b) representa uma distribuicdo gama com paradmetro de forma a e parametro de escala b.

IG(a, b) representa uma distribuigdo gama invertida com parametro de forma a e pardmetro

de escala b.

Gama(u, v) representa uma distribui¢do gama com média u pardmetro de forma v.

NM,(a, b) representa uma distribuigdo normal d—variada com média a e matriz variancia-

covariancia b.

B.1 Modelo Linear Normal de Func¢do de Transferéncia Nido Estocastica

Considere o seguinte modelo:

Yy = a+E+v, v~ N(O, V) (Bla)

E; = pEq+yX;, t=1,...,T, (B.1b)
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e a suposigdo que, a priori, os pardmetros sdo independentes e tais que: Eg ~ N(ag, bp), a ~
N(ay,b1), p ~ U[0,1], ¥ ~ N(as, bz) e V ~ IG(ay, by). O amostrador de Gibbs pode ser utilizado para
amostrar das distribui¢des condicionais completas dos parametros do modelo em (B.1). Mas, como
a condicional completa de p ndo tem forma fechada conhecida, é necessario utilizar algum método
indireto de amostragem. As distribui¢des condicionais completas das quantidades desconhecidas

em (B.1) e as alternativas de amostragem consideras nesta tese, sdo apresentadas abaixo.

e ParaEp,a,y:

Sejam 0 = (Eo, a, 7)" e F uma matriz T X 3 tal que:

Parat=1: Parat=2,...,T:
F[1,1] =1, F[1,t]=1
F[2,1] =p, F[2,t] = p X F[2,t - 1]
F[3,1] = X3 F[3,t] = p X F[3,t = 1] + X;.

Entdo, o modelo em (B.1) pode ser re-escrito como:
Y=FO0+v, v~NMr0,V), (B.2)

onde NMrt denota uma distribui¢do Normal Multivariada de dimenséo T. Se 0 ~ NM3s(a, R)

onde a = (a1,a9,a3)" e R = diag(by, by, b3) é a distribui¢do a priori para 0, tem-se
0lY ~ NMs(ug, Zg), (B.3)
onde: ug =Lg(FV'Y+R'a) e Zg=@R'+FV'F)’!

e Para p:

A distribuicdo condicional completa para p é dada por:

T T
(ol o [ [[p0rilEo, 2, .7, V)]p(o) = expl-3[ 3 Y0¥~ @ = EP 1o,
t=1

t=1

onde E; = p'Eg + y Z§‘=o Pth—j- Dai

ppl) o exp{-3[E LI (Ve - a - p'Eo -y Tl p/Xom 2| Jlio.- (B4)
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Dado que o espago paramétrico de p é fechado e limitado (p € [0, 1]), para gerar valores de
sua distribuigdo a posteriori, é possivel utilizar o algoritmo slice sampling proposto por Neal
(2003). Outra alternativa para amostrar de p(p|-) é utilizar uma passo de Metropolis-Hastings
com uma distribui¢do proposta Normal Truncada ou Beta. Porém , nos execicios com dados

artificiais, o slice sampling mostrou-se mais eficiente.

e Para V:

A distribui¢do condicional completa para a varidncia de Y, V, estd dada por:

T T
T2y 111
p(V]-) e H[p(YtlEo,a, 0V, V)]p(V) =oc (V)" 17211 exp{—‘—/[i Z(Yt —a—-E)+ b4]}.
t=1 t=1
T 1y
V)~ IG(E ay, 5 ;(Yt —a—E) +by). (B.5)
Algoritmo para o modelo em (B.1)
(1). Dar valores inicias para Eg,a,p,y e V
(2). Amostrar na seguinte forma:
(@) Eo,a,y diretamente de (B.3)
(b) p de (B.4) usando slice sampling
(c) V diretamente de (B.5)
(3). Voltar ao passo 2 e iterar N vezes.
B.2 Modelo Linear Normal de Func¢ao de Transferéncia Estocastica
Considere o seguinte modelo:
Yt =a+ Et + v, Uy ~ N(O, V) (B6a)

Ei = pEiq + y Xt +wy, wy ~ N0, W) (B.6b)
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onde v; é o0 erro de observagio associado a Y; e w; é o erro (variagdo estocéstica) associado a E;.

Suponha que, a priori, os parametros sdo independentes e tais que: Ey ~ N(ag, bo), @ ~ N(ay, b1),
p ~ U[0,1], y ~ N(as, b3), V ~ 1G(as,bs) e W ~ 1G(as, bs). A distribui¢do condicional completa
conjunta é:

T
PE,a,p,y, V,WIY) o< [ | [p(Yila By, VIP(EHE 1, p, 7, W)] X pE0p(@p(@p(p(Vp(W); (B7)

t=1

logo, as distribui¢des condicionais completas sdo:

e Para E:
p(Eol-) o« p(E1lEo, p, y, W)p(Eo) = N(pEo + y X1, W)N(ao, bo).

o Eol-~ N(HEO,U%O) (B.8)

onde: i, = [ {1 —y) + ] e o, = ([ + )

e ParaEq,..., ET:

O modelo (B.6) pode ser re-escrito na forma do seguinte modelo espago-estado:

Yi—a=E+v; = Y: =1E; + vy, Ut ~ N(O, Vt) (B9a)
E; = pEi1 +wy = E; = pEi1 +wj, w; ~ N(yXs, Wy), (B.9b)

onde Ej, ..., Er correspondem aos estados do modelo, conseqiientemente podem ser gera-
dos utilizado o algoritmo FFBS (Frithwirth-Schnater, 1994).

Os momentos das distribui¢des a serem utilizadas neste particular FFBS sdo obtidos a seguir:
— Temos a seguinte informacao:

Ei1|D¢-1 ~ N(my_1, Ci_1)
Et = ,OEt—l + w’;, w’; ~ N()/Xt, Wt)
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- Evolugéo:

E(E¢D;-1) = E[E(EtlEt—lth—l)]
= E(pEi—1 + yXy)
= pmy_1 + yX;.
Var(EDi—1) = Var|E(Ei|Ei1, Di-1)| + E[Var(Ei|Ei—1, Dy-1))
= Var(pEi-1 + X)) + W
= pZCt_l + W.
" EDiq ~ N(Pmt—l +yX;, p*Crog + W)

— Atualizagao:

p(Et|Dy) o< p(Y|E)p(E¢|Dt-1)
oc N(Et, V)N(pmy_q +y X, p*Ci1 + W)
. E{Dt ~ N(m, C;) onde:
my = C[V7Ys + (p*Cooy + W) (pmyy + yXy)|
Cr= (V' +(p2Ca + W)

— Suavizagéo:

Ety1 = pEs + w; Wy g ~ N(y X1, W)

t+17

EvalEr ~ N[pE; + y X, W]

(p2ct +W pCtJ]

E; iy

E
t+1 |Dt
PCt Ct

+ X
NN[(pmt yXis1

" EtlE¢s1, Dy ~ N(mf, Cﬁ), onde:

s = my + pCy(p>Ci + W) H(Ers1 — pmy — yXpi1)
C =G — p*CHp*Cr + W)™

e Para a:

T T
p(al-) o H[p(YtlEt, a, V)]p(a) = exp{—%[‘l/ ;(Yt —a - Et)z + bll(oc - al)z]}

t=1
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ooal ~ N(ug, 02) (B.10)

onde: uy =0 [ Zt 1(Ye—Ep) + %] e 02 = (I + %)—1

Para y:

POl o H P(EE1,p,7, W)]p(y) = exp| —1 Z(Et PEi1 — yXi)? + —(y - m)?]}

t=1

~ N(yy,07) (B.11)

onde: ), =0 [ Yy Xi(Er = pEi-1) + Z—i] e o} ( Yoo XP+ )_1

Para p:

T
p(ol) o [ [[P(EE 1,7, W]p(o) = exp{—] Z(Ef pEi-1 = 7% o,
t=1

. pl-~NT(up, 05) (B.12)

-1
onde: 1, = a%[%, Yo Era(Es — th)] e 05 = (% Y Ef_l)

Para V:
T 11 T
—T/2—a4-1 i N 2
p(V1) ocg pYVIEL a, V) |p(V) = (V) T2 L exp] V[zt;m a—Ep + by}
: V|.~1G(I+a li(Y—a—E)2+b) (B.13)
. 2 4/2t:1 t t 4 .

Para W:
T T
pOWE) o< [ [[PCEIE 1 9,y W) ]o(W) = (W) 72705 expl [ 2 3 (B = pEvcs = X0y + bs)
t=1 t=1

T

L VI~ IG(5 + as, = Z — pEi1 — yX)? + bs) (B.14)
t=1
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Algoritmo para o modelo em (B.6)

(1). Dar valores inicias para Eo, o, p,y, Ve W

(2). Amostrar na seguinte forma:

(a) Eg diretamente de (B.8)

(b) Ei1,...,Er usando o algoritmo FFBS

(c) a diretamente de (B.10)

(d) y diretamente de (B.11)

(e) p diretamente de (B.12) ou usando slice sampling
(f) V diretamente de (B.13)

(g) W diretamente de (B.14)

(3). Voltar ao passo 2 e iterar N vezes.

B.3 Modelo Linear Gama de Fun¢ao de Transferéncia Nao Estocastica

Considere o seguinte modelo:

Yy ~ Gama(u,v) t=1,...,T (B.15a)
ZOg([,lt) =a+E (B.15b)
E; = PEt—l + ')/Xt (BlSC)

A equagdo (B.15c) é amesma que (B.1b), mas, neste caso, E; afeta o preditor linear da verossimilhanga
gama. Supondo que, a priori, os pardmetros sdo independentes, podemos assumir que Ey ~
N(ag, bp), @ ~ N(a1,b1), p ~ U[0,1], ¥y ~ N(az, b3) e v ~ IG(as, bs). Antes de descrever as condicionais
completas e métodos de amostragem, revisamos algumas das propriedades da distribuicdo gama

que serdo exploradas pelos métodos de amostragem utilizados nesta tese.
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B.3.1 A Distribui¢io Gama

Se Y ~ G(v, A) a sua fungdo de densidade p(y) é dada por:

A

v—1
r(V)(P\y) exp(-Ay), y=0, (B.16)

p(ylv, A) =

onde v é A sdo denominados pardmetros de forma e de escala, respectivamente. Algumas das

propriedades desta distribuicdo sao:

e A média e variancia estdo dadas por:

v v 1
EY)=u= 1 Var(Y) = i yz;. (B.17)

e Parametrizacdo na média: de (B.17): A = ﬁ logo, (B.16) pode ser re-escrita como
Pl ) = = (2)(2w) exp(-2y),
INCONTEYT! p
1 v -1 v 1
lu,v) = =—(— expl——y) —dy, B.18
Pyl v) r(V)(Hy) p( ”y) el (B.18)
~——
d(log )

(B.18) é denotada por Y ~ Gama(u, v).

e A forma da densidade (B.16) é determinada por v. Se 0 < v < 1, a densidade tem um
decaimento exponencial. Se v > 1 a densidade é concava. Se v = 1 temos uma distribuicdo

exponencial. Se v — oo temos uma distribui¢do normal.

e A distribuicdo gama pertence a familia exponencial: se Y ~ Gama(y, v) com v conhecido, o

logaritmo da verossimilhanca, I(u, v|y), é dado por:

I(u,vly) = (v-1)logy — ﬁy +vlogv —vlogu —logI'(v) = v( - % —log y)+c(y,v).

Logo,
0 = —1/u
b(0) = logu = -log(-0)
e = -1/6 = u : esperanca de Y
b)) = 1/6*2 = u? : fungdo variancia

a(¢p)

¢ = 1/v : pardmetro de dispersdo
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¢ No contexto de modelos lineares generalizados:

Seja Y uma amostra de n observagdes y; de uma distribuigdo gama com fung¢do de densidade
(B.18). Seja X um conjunto de p varidveis independentes para cada observagao, x1,...,Xp.
Seja n = g(u) = X’B, o modelo linear de interesse, 1 é denominado preditor linear. Entdo, as

possiveis funcdo de ligagao sdo:

Logistica ;1 =log(u)
Reciproca : n=1/u
Identidade : n=u

Poténcia : n=u" aconstante.

B.3.2 Condicionais Completas
Nesta segdo sdo apresentadas as distribui¢des condicionais completas dos pardmetros em (B.15).
Também, formas eficientes de amostra-las sdo descritas.

e Paraa,Ep,y

Sejam 0 = («, Eo, y) e F uma matriz T X 3 tal que:

Parat=1: Parat=2,...,T:
F[1,1] =1, F[1,t]=1
F[2,1] = p, F[2,t] = p X F[2,t - 1]
F[3,1] = X4 F[3,t] = p X F[3,t = 1] + X;.

Entdo, o modelo em (B.15b) pode ser re-escrito como:
log(u) = F'0 (B.19)

Seja @ ~ NM3(a, R) onde a = (a1,a9,a3)" € R = diag(by, by, b3) é a distribui¢do a priori para 0.

Entédo

T
p(O]Y) o {—%(9 —a)RYO0-a)+ Z[v( - % — log i) +c(ys, v) |} (B.20)
i=1
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A distribui¢do em (B.20) ndo tem forma fechada conhecida, mas tem a forma (aspecto) da
distribui¢do a posteriori dos parametros de efeitos fixos de um modelo linear generalizado,
dai que para gerar valores dessa distribuicdo é possivel utilizar o técnica de amostragem
multivariada proposta em Gamerman (1997, pag.60). Em sintese, é um passo de Metropolis-
Hastings onde a distribuigdo proposta é formada fazendo uma iteragdo, comegando no es-
tado corrente da cadeia, do método denominado Minimos Quadrados Ponderados Iterativos

ou IWLS (abreviagdo do inglés Iterative Weighted Least Squares ).

Em particular, para gerar valores de (B.20), os passos a seguir sdo:
(1). Calcular as pseudo-observagdes, i7:(0), e os pesos, W; :

7:(0)
)

N+ (e — un)g (ur) = log(us) + (v — ue)(1/ )
V' (O)g (un)l = [1/p],

onde 1; = log u; é a fungdo de liga¢do logaritmica.

(2). Amostrar 8" da distribuicao proposta N (m", ¢y, onde:

m(l) - C(i)(R—la + Pw(e(l—l))y(e(l—l)))

. A (B.21)
C) = (R + FW(0D)F)71,

onde o indice (i) denota a i—ésima iteragdo do MCMC.
n(6")9(6", 0"

Caso contrério fazer 8 = 0/~Y, Em A, 7(-) é a distribuicio (B.20) e q(-) é a distribuicdo

(3). Aceitar 8" com probabilidade probabilidade p; = min(1, A) onde A =

Normal com momentos (B.21).

e Para p:

A distribui¢ao condicional completa de p estd dada por:

T T
p(pl) o< [ [[p(Yilr, )]p(p) = exp[v Y (=Yi/ e = log 1) [T, (B.22)
t=1 t=1

ondelogu; = a+E;eEr = p'Eg+y Zﬁ':o p/X;-j. Logo p(pl-) ndo tem forma fechada conhecida.
Dado que o espago paramétrico de p é fechado e limitado (p € [0, 1]), para gerar valores de
sua distribuicdo a posteriori, é possivel utilizar o algoritmo slice sampling proposto por Neal
(2003).



119

e Parav:

Tem-se que v é o pardmetro de forma da distribui¢do gama portanto é uma valor positivo
(v > 0). Se a distribuicao a priori para v é IG(ay, bs), a sua distribuigdo a posteriori estd dada
por

T

T 1 v-1 e
p(v|) o g[p(Ytlpt,v)]p(v) = H[m(iy) exp(—iyt)]v 4-1 exp(=bs/v). (B.23)

t=1
Para amostrar de p(v|-) pode ser utilizado um passo de Metropolis-Hastings com uma dis-
tribuicdo normal com média igual o valor corrente da cadeia e varidncia conhecida, como
densidade proposta. Porém, dado que v é estritamente positivo, faz-se necessario usar o log
do valor gerado como valor candidato e deve-se levar em conta o Jacobino da transformacéao

ao calcular a probabilidade de aceitagéo.

Algoritmo para o modelo em (B.15)

(1). Dar valores inicias para Eg,a, p,y e v.

(2). Amostrar na seguinte forma:

(a) Amostrar «, Eg, 7 em bloco, usando o passo de Metropolis-Hastings usando como

proposta uma distribuigdo Normal com momentos (B.21);
(b) Amostrar p de (B.22) usando usando slice sampling;

(c) Amostrar v de (B.23) usando um passo de Metropolis-Hastings com proposta Nor-

mal e transformacao log (ou proposta Log-Normal).

(3). Voltar ao passo (2) e iterar N vezes.




120

B.4 Modelo Linear Gama de Func¢io de Transferéncia Estocastica

Considere o seguinte modelo:

Yy ~ Gama(uy,v) (B.24a)
log(uy) = a+E (B.24b)
Et = PEt—l + ')/Xt + Wy, Wi~ N(O, W) (B24C)

Supondo que, a priori, os parametros sdo independentes, podemos atribuir as seguintes distri-

buigdes: Eg ~ N(ao, bo), « ~ N(ay, b1), p ~ U[0,1], y ~ N(az, b3), v ~ 1G(as, bs) e W ~ 1G(as, bs).
Conseqiientemente, as distribuigdes condicionais completas para os parametros do modelo em
(B.24) sao:

e Para a:

T T ~
pal-) o« H[p(YtlEt, a, V)] = H[%(iy)v 1exp(—iyt)]exp(bl3(y — a3)2) (B.25)
t=1

=1
e Paray:
a 111 v 1
_ 2 2
p(yl) o E[P(EHEH,P, Y, W)]P()/) = exp{—z[w ;(Et — pEi—1 —yXp)™ + E(V —az) ]}
7l ~ Ny, 07) (B.26)

-1
onde: i, = 05[% Y.y Xi(Er — pEi-1) + Z—i] e U ( Y X;+ )

e Para p:

p|>och<Et|Et 107, Wp(e) = exp~3 - Z(Et PE1 — X flon (B27)

t=1

e Parav:

T

T —
po) o [ T[prilue o) = H[ﬁ(ly)v Cexp(- Ly exp-biy)  (B28)
=1 -1 Ht H
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e Para W:
T 1 T
. _ —T/2—a5-1 - _ _ 2 _
PV} o g[mma_l,p,y, W) |p(W) = WT/2701 expf ZW(;@ pEi1 - yX0)? — b))
T
v W~ IG(T/2 +as, ) ((Et = pEs1 = yXi)?) = bs) (B.29)

i=1

e Para E:

p(EO|) o p(El|E0/ P/ 7/1 W)p(EO) =& N(PEO + )/X1/ W)N(aO/ bO)

<. Eol ~ N(ug,, 0%,) (B.30)

onde: iz, =} [f(E1 = %0) + ] e o, = (f 4 4)

e ParaEq,...,ET:

P(Etl) o< P(Ytla/ Et/V)p(EtlEt—l/ ,0/)// W)p(Et+1|Etl P/V/ W) t= 1/' . '/T_ 1.
p(Edl) o p(Yila, Et, v)p(EHEi-1, p, v, W) t=T.

E =E;,...,Er corresponde ao vector de estados do modelo em (B.24). E pode ser amostrado
em bloco usando CUBS ou em T passos individuais com o algoritmo descrito na segdo
seguinte.

B.4.1 Alternativa de Amostragem paraE;, t=1,...,T

No modelo (B.24) E; pode ser re-escrito em fungao dos termos de erro w; como em (B.31):

Yy ~ Gama(ug,v) (B.31a)
log(uy) = a+E; (B.31b)
t .
B = ) p@j+yX), w;~NOW) (B.31¢)
j=1
t .
= Zpt’]w; w; ~ N(yXj, W) (B.31d)

=1
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A representagdo acima permite amostrar da distribuicdo a posteriori de E; fazendo uso de um dos
algoritmos propostos em (Gamerman (1998)). A idéia é construir a densidade proposta do passo

de Metropolis-Hastings com base no modelo normal auxiliar:

y~t = F;Gt + 0, U~ N(O, Vt), (B32a)
¢
E = Z P, Wi~ NXj, W), (B.32b)
onde:
¥ = gu) + & (u)yr — ) = log(ue) + (1/ue)(ye — 1)
Vo= vm)lg (un)? = (1/w)

A verossimilhanca em (B.32) é dada por:

-1 j

Py, .., W, V) exp{ S0 =P i - prk - Y o))

k=t+1

oc exp{—%(% — Hyjw; — htj) } (B.33)

onde

Hy; =p/t e Iy Zp] kw + Z o/ Fw

k=t+1

A distribuigdo condicional completa de w}, t=1,...,N é

N
T(wy) o H p(@jlws, ..., wl, VIp(wily, X, W) = N(by, By), (B.34)
j=t

onde

N
be=B Y VHy(@i -l e (W + Z VHE)
j=t
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Algoritmo para o modelo em (B.24)

(1). Dar valores inicias para Ep, a, p,y,ve W

(2). Amostrar na seguinte forma:

(a) a de (B.25) usando slice sampling ou um passo de Metropolis-Hastings
(b) Eg diretamente de (B.30)
(c) E¢usando CUBS ou usando o algoritmo descrito na se¢do B.4.1:

(i). Fazert=1

new

(ii). Amostrar wj

(iii). Fazer w; = w}*” com probabilidade p; = min(1, A) onde A é

() qu(efof)

m(wp) qi(wy|wy)
(iv). Reconstruir w; = wj — yX; e E; = pE;_1 + wy
(v). Fazert =t+1evolvera (2)(c)(ii)set < T
(d) p de (B.27) usando usando slice sampling

(e) v de (B.28) usando um passo de Metropolis-Hastings com distribuigdo proposta

Normal e transformagéo log.

(f) W diretamente de (B.29)

(3). Voltar ao passo (2) e iterar N vezes.
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B.5 Modelo de Funcao de Transferéncia Nao Estocastica com Estrutura Hierdarquica

Considere o seguinte modelo:

Yip=ar+Epg+ g, vk ~ N(O,V) (B.35a)
Eif = pEi1x + Xk (B.35b)
A = a0+ Wy, wy ~ N0, W,) (B.35¢)
Y=y +w, w, ~ N(0, W,) (B.35d)

ondet =1,...,Tek=1,...,K. T éo tamanhos das séries temporais e K é o nimero de bacias
em estudo. Suponha que, a priori, os parametros sdo independentes e tais que: Exy ~ N(ap, bo),
a ~ N(ay, b1), p ~ U[0,1], y ~ N(az, bz), Wu ~ 1G(a3, b3), W, ~ 1G(ay, by) e V ~ IG(as, bs). O algoritmo
apresentado na secdo B.1, pode ser generalizado para o caso de K bacias, como o modelo em (B.35).

A distribui¢do conjunta a posteriori das quantidades desconhecidas em (B.35) é:

T
H pWeklEo @ Vi P, V)

1 t=1

— 1~

p(a, v, p,Eo, V, Wo, W, |y) o

K K
plada, W) | [ pOrely, W) T | pEoidp(@pp(o)p(Wa)p(Wy )p(V)
1 k=1 k=1

-

=~
Il

Dai, as distribui¢des condicionais completas sdo:

e ParaEy, a,y:

As condicionais completas de Eg, ax, Yk, kK = 1,...,K sdo distribui¢des normais, portanto,
amostras desses parametros podem ser geradas em bloco, em forma andloga ao caso de uma

Unica bacia (se¢édo B.1).

Seja 0 = (01,...,0k)" onde Or = (ay, Eok, yk) e seja F uma matriz bloco-diagonal 3K x TK tal

que:
FrL 0 0 ... 0
0 Fb 0 ... 0

F={0 0 F ... O
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onde F,..., Fg sdo matrices 3 X T definidas como na secdo B.1, isto é, com elementos dados

por:

Parat=1: Parat=2,...,T:
Fi[1,1] =1, FlL,t]=1
F2,1]1=p, Frl[2,t] = p X Fel[2,t = 1]
Fi[3,1] = Xk Fe[3,t] = p X F[3,t = 1] + Xi 4.

Entdo, as equagdes (B.35a) e (B.35b) podem ser escritas de forma matricial como:
Y=FO0+v, v~NMr0,V) (B.36)
onde NMrtk denota uma distribui¢ao Normal Multivariada de dimensao TK.

Usando as equacdes (B.35c) e (B.35d) e a distribuicdo a priori para Ej define-se 6, ~ NMz(ay, R)
onde ax = (a,a0,y)" e Ry = diag(Wa, bo, W) como distribuicao a plriori1 para 0y = (ax, Eox, Vk)-

Logo, a distribuicdo a priori para 6 é NM3zk(a, R) onde:

ai R1 0 0

[75) 0 Rz 0
a=| e R=

ag 0 0 RK

Finalmente, a distribui¢do a posteriori condicional completa de 8 = (0, ..., 0k)" estd dada

por:
6lY ~ NMsk(ug, Zg) (B.37)

onde: ug =Lg(FV'Y+R'a) e Zg=R'+FV'F)’!

e Para p:

T
Z(Yt,k — g — Et,k)2]}1[o,1]

1 t=1

K T
p(el) < [T T T[pYislEox @, p, 7, V)]p(p) = exp|-3

k=1 t=1

<IH
[~

>~
I

onde E; = p'Eox + Yk 25':0 p'X;_jk. Dai

K T :
171 .
p(pl) e exp{—i[v Z Z(Yt,k ~ g~ p'Eox — Vi Z P]Xt—j,k))z]}l[o,l] (B.38)

k=1 t=1 j=0

!poder ser considerada como priori ao nivel de bacia
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Para V:
K T 1 K T
p(vVE) o [ [ ][p(rerlEo, @ p,y, V)]p(v) = VTR~ exp{—— 23 Z(Yt,k—ak—a,k)%%]}
k=1 t=1 k=1 t=1
1 K T
V]~ IG LS 52 2 Yok —ax = Ep)’ +bs) (B.39)
k=1 t=1

Para a:

K K
plal) o | | plarda, Wo) x p(@) = | | Niaw, Wa) x N(ar, b)

k=1 k=1
<. al-~ N(ga, 03) (B.40)
onde _ Ka/Wq +aq/bq e o= 1
Ha = W, + 1/b; T KW, + 1/

Para y:

K K
POl o [ | pOy, Wo) x p(y) = [ [ NGz, Wa) x Nias, )
k=1

k=1
I~ N(uy, 03) (B.41)
= KW, 1Dy Y T KW, + 1/b,
Para W,:

K
p(Wil) o H plarla, W) [p(W,) = WK/ exp{—wia[% Y (- ap+ b3]}

K
K 1
" Wal ~IG(5 +a3, 5 Y (ax - a)? +b3) (B.42)
k=1

Para Wy:

K K
pvy s Tl 1500 = 547 xpl 13 -7 ]

K
Wl ~16(5 5 a5 Z(yk—y)2+b4 (B.43)
k:
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Algoritmo para o modelo em (B.35)

(1). Dar valores inicias para Eop, a, p, ), Wa, W, eV
(2). Amostrar na seguinte forma:

(@) (Eh=,a,9)=(E10,.--,Ext,1,...,aK,71,..., k), em bloco, diretamente de (B.37)
(b) p de (B.38) usando slice sampling ou um passo de Metropolis-Hastings

(c) V diretamente de (B.39)

(d) « diretamente de (B.40)

(e) y diretamente de (B.41)

(f) W, diretamente de (B.42)

(g) W, diretamente de (B.43)

(3). Voltar ao passo 2 e iterar N vezes.
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Apéndice C

CUBS NA FAMILIA EXPONENCIAL K-PARAMETRICA

O Caso da Distribui¢do Normal

Considere que Y; ~ Normal(u, A;1), onde A; denota precisdo, o objetivo é ajustar

Yiltp, ~ Normal(u, A1), onde 1, = (u, Ay’ (C.1a)

g1(Y,) = ur = F101; = 011 + Oppxyy (C.1b)
() = log(As) = Fy02: = 0p1 + Onxat (C.1¢)
011 = G101,4-1 + Wiy, wyr ~ [0, W] (C.1d)

02 = G201 + wyy, wyr ~ [0, W], (C.le)

onde u; e log(A;) estdo relacionados com 0; através de dois modelos lineares e 0; evolui suave-
mente no tempo.
Como a verossimilhanca do modelo acima tem a forma:

Py, A) = (%)1/2 eXP{—%(y - w?, (C2)

a distribuigdo a priori conjugada bivariada,necessaria para amostrar da condicional completa de

0; usando o ECUBS, esta dada por:

Ae-l exp(—%)
[ (a)pe

De (C.3), temos que a média e varidncia marginais a priori para y and A sao

(L

)" expl- S - 7). (€3)

p(u, A, B,y,7) =

E[A] = ap Elu] =y
1
— yR2 =
Var[A] = ap Var[u] = @=D)p
e a distribui¢do a posteriori conjunta esta especificada por
. .l ty=y)P
a=a+1/2 ﬁ_[ﬁ+2(1+1)]

*:T)/+y Tr=1+1
T+1 )
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Conseqiientemente, temos que:

E[¢1()] = E[u] =
Varlsil = Varly] = [(@ - Dyl 4
Elg2()] =~ log(E[A]) = log(cufr) :
Varlga()] ~ VarlAil| 7 log /\f]jt:E[m] = VarlA[EP AT = 2

Com estes resultados podemos escrever em detalhe primeira etapa do ECUBS assim:
(1). Distribuicdo a priori, dada pelo modelo linear, para 61, 02, g1(y,) e g2(1,):
(0jtlDs-1) ~ [ajr, Rp], j=1,2
onde: ajt = Gjymjs-1, Rji = G]-tC]-,t_1G;.t + Wi

(uelDt-1) ~ [fir,q1:] and  (log(Ap)ID-1) ~ [far, g2t]
onde: fj; = F;.tajt, qjt = F;.tR]-tF]-t, j=1,2.

(2). Distribuicdo a priori conjugada para g1(1,) e g2(1,):

E[utDs1]
Var[u| D]
E[log(A1)ID;-1]

flt =7t
g1 = [Tfelar — D]
far = log(aufs)

Var[log(Ay)IDi—1] = qo = alt'
Logo, os parametros da priori conjugada sao
a = (q207"
Br = (quexp fo)”!
e = fu
= [quexp(f)(l - gl

Dai, os pardmetros da posteriori conjugada sao:

af = ap+1/2
. 1wy —y)?
B = oLl
B 2ty +1)
. Tyt + Yt
Tt + 1
T, = Tt 1.




(3). Densidade a posteriori para g1(a;) e g2(8¢), dada pelo modelo linear:

ElwIDd] = fii=7:
1
Var[u|D U= S
[pelDi] Tt Th(@ — 1)
Ellog(AID:] = f5 = log(a;B;)
. 1
Var[log(A)ID] = g3 = oS

t

(4). Momentos da distribuigdo a posteriori de 01; e 02 (usando estimagdo Linear Bayes):

Oj ~ [my,Cjil, onde:

. 1
mjr = ajt+ RiFje(f = fi) —
qjt
Tiry 1
Ci = Ry-RyFiF,Ry(1-L)—, =12
j j e e g ]( q].t)qjt

Exemplo com dados artificiais

130

Para ilustrar a aplicacdo do algoritmo descrito acima, geramos um conjunto de dados artificiais de

tamanho 100, a partir do modelo em ():

Yilp, ~ Normal(us, A;h)
ur = O
log(A;) = 0O
01t = 0141 +wi,wie ~ N[O, Wi]

O = Opp-1+wps, wy ~ N[O, Wa].

(C.5a)
(C.5b)
(C.5¢)
(C.5d)
(C.5¢)

Ou seja, geramos uma série temporal que segue uma distribui¢do normal cujos pardmetros, média

e (log)precisao, evoluem no tempo segundo um modelo dindmico de primeira ordem. Para gerar

os dados artificiais fixamos Wy em 0,30 e W, em 0,05, e consideramos 01 = 4 e 00 = 1. A figura

abaixo mostra os resultados obtidos da utilizacdo do ECUBS num algoritmo MCMC iterado por

10000 vezes. Embora as taxas de aceitacdo resultaram baixa, observamos que as amostras geradas

aproximam bastante bem as séries geradas.
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1965 198 1987 1986 1980 1990 1991 1992 1993 1985 1906 1967 feBs 1989 1990  1o91 1092 1083 te8s  see  fo87 198 199 190 1091  fee2 1993

Exemplo com dados artificiais da aplicacdo do ECUBS quando a resposta segue uma
distribui¢do normal. As linhas em vermelho correspondem as séries reais e as linhas

em preto correspondem ao intervalo de 95% de credibilidade obtido.
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